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Предисловие 

Эта книга возникла в результате переработки курса лекций, читав­
шихся авторами в МГУ. 

Отметим некоторые особенности изложения. 
Изложение начинается с изучения матриц и определителей, причем 

определитель n-го порядка вводится по индукции через определитель 
(п - 1)-го порядка с помощью формулы разложения по первой строке. 
При этом легко доказывается теорема о разложении по любой строке 
и по любому столбцу (схема доказательства этой теоремы оказывается 
совершенно аналогичной схеме доказательства теоремы Лапласа). Тра­
диционное определение детерминанта (определителя) непосредственно 
через его элементы является простым следствием данного в этой книге 
определения. 

Изучению линейных систем предшествует теория линейных про­
странств и преобразований базисов и координат векторов в таких 
пространствах. При изучении линейных систем мы сразу же знакомим 
читателя не только с обычной, но и с матричной формой записи 
системы и вывода формул Крамера. 

Изучение вещественных и комплексных евклидовых пространств 
завершается доказательством теоремы А. Н. Тихонова об отыскании 
нормального решения линейной системы. 

При изучении линейных операторов излагаются все основные аспек­
ты спектральной теории в конечномерных евклидовых пространствах. 
Теорема о приведении матрицы к жордановой форме доказывается 
с помощью предложенного А. Ф. Филипповым короткого метода, осно­
ванного на индукции. 

Книга содержит специальную главу, посвященную итерационным 
методам, в которой с единой точки зрения рассматриваются важнейшие 
итерационные методы решения линейных систем (явный и неявный 
методы простой итерации, метод Зейделя, метод верхней релаксации) 
и устанавливаются условия сходимости этих методов. Для общего 
неявного метода простой итерации выясняются установленные А. А. Са­
марским условия получения наиболее быстрой сходимости. Приводится 
доказательство сходимости метода вращений для решения полной про­
блемы собственных значений. 

Изложение теории билинейных и квадратичных форм завершается 
приведением к каноническому виду уравнений гиперповерхностей вто­
рого порядка в n-мерном пространстве. При изучении тензоров, наряду 
с традиционным материалом, излагается важная для приложений тен­
зорная форма записи основных операций векторной алгебры. Здесь же 
даются понятия псевдоевклидова пространства, галилеевых координат 
и преобразований Лоренца. 
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Книга завершается изложением элементов теории групп и их пред­
ставлений. 

Следует отметить, что данная книга примыкает к выпуску «Анали­
тическая геометрия», хотя и может читаться независимо от него. 

Авторы приносят глубокую благодарность А. Н. Тихонову и 
А. Г. Свешникову за большое количество ценных замечаний, 
Ш.А. Алимову, вклад которого в эту книгу далеко вышел за рамки 
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Введение 

В этой книге мы будем иметь дело с внешне различными объ­
ектами: 1) с матрицами (или прямоугольными таблицами из чисел), 
2) с алгебраическими формами, включающими в себя так называемые 
линейные, билинейные и квадратичные формы, 3) с так называемыми 
линейными (и, в частности, евклидовыми) пространствами и с линей­
ными преобразованиями в таких пространствах. 

Элементарные представления об этих объектах читатель имеет из 
курса аналитической геометрии. В самом деле, в курсе аналитической 
геометрии изучались квадратные матрицы второго и третьего порядков 
и отвечающие этим матрицам определители. Линейная и квадратич­
ная формы представляют собой соответственно однородную линейную 
и однородную квадратичную функции нескольких независимых пере­
менных (например, координат вектора). Примером линейного простран­
ства может служить совокупность всех геометрических векторов на 
плоскости (или в пространстве) с заданными операциями сложения 
этих векторов или умножения их на числа. Если для совокупности 
таких векторов задано еще и скалярное произведение, то мы придем 
к понятию евклидова пространства. Примером линейного преобразова­
ния в таком пространстве может служить переход от одного декартова 
прямоугольного базиса к другому. 

Несмотря на внешнее различие, перечисленные совокупности объ­
ектов тесно связаны между собой: большинство утверждений допус­
кают равносильную формулировку для каждой из этих совокупностей. 
Наиболее отчетливо эта связь выявляется при изучении произвольных 
линейных и евклидовых пространств (и линейных преобразований в та­
ких пространствах). 

Однако более конкретная, матричная трактовка результатов непо­
средственно связана с фактическими вычислениями (и, в частности, 
с решением линейных систем уравнений). Именно поэтому мы начина­
ем наше рассмотрение с изучения матриц и неоднократно возвращаем­
ся впоследствии к матричной трактовке результатов. 



Глава 

МАТРИЦЫ И ОПРЕДЕЛИТЕЛИ 

В этой главе изучаются таблицы из чисел, называемые матрицами 
и играющие в дальнейшем важнейшую роль. Здесь вводятся основные 
операции над матрицами и детально изучаются свойства так называе­
мых определителей, являющихся основной числовой характеристикой 
квадратных матриц. 

§ 1. Матрицы 

1. Понятие матрицы. Матрицей называется прямоугольная 
таблица из чисел, содержащая некоторое количество т строк 
и некоторое количество п столбцов. 

Числа т и п называются порядками матрицы. В случае, если т = 

= п, матрица называется квадратной, а число т = п - ее порядком. 
В дальнейшем для записи матрицы будут применяться либо сдво­

енные черточки, либо круглые скобки: 

а11 а12 ain 
а21 а22 a2n или 

( а11 а12 • . .  a1n ) 
.�

2� . • •  �
2: .. : ·. · . . -�2�. 

ami am2 .. . amn 

Впрочем, для краткого обозначения матрицы часто будет использо­
ваться либо одна большая латинская буква (например, А), либо символ 
lla;j ll . а иногда и с разъяснением: А= lla;j ll = {a;j) {i = 1, 2, ... , т; 
j=l,2, ... ,n). 

Числа a;j . входящие в состав данной матрицы, называются ее 
элементами. В записи a;j первый индекс i означает номер строки, 
а второй индекс j - номер столбца. 

В случае квадратной матрицы 

а11 а12 • . .  ain 
а21 а22 . . . a2n (1.1) 

вводятся понятия главной и побочной диагоналей. Главной диагональю 
матрицы (1.1) называется диагональ a11a22- . .ann• идущая из левого 
верхнего угла этой матрицы в правый нижний ее угол. Побочной 
диагональю той же матрицы называется диагональ ania(n-1)2 ... a1n. 
идущая из левого нижнего угла в правый верхний угол. 
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2. Основные операции над матрицами и их свойства. Прежде 
всего договоримся считать две матрицы равными, если эти матрицы 
имеют одинаковые порядки и все их соответствующие элементы совпа­
дают. 

Перейдем к определению основных операций над матрицами. 
а) С л о ж е н и е  м а т р и ц. Суммой двух матриц А = ll a;jll 

(i = 1, 2, ... , т; j = 1, 2, ... , п) и В = llЬij ll {i = 1, 2, . . .  , т; 

j = 1, 2, ... , п) одних и тех же порядков т и п называется 
матрица С= ilcij ll {i = 1, 2, .. . , т; j = 1, 2, ... , п) тех же порядков т 
и n, элементы Cij которой равны 

Cij = aij + bij ( i = 1, 2, ... , т; j = 1, 2, ... , п). ( 1.2) 

Для обозначения суммы двух матриц используется запись С= А+ В. 
Операция составления суммы матриц называется их сложением. 

Итак, по определению 

+ = 

Ьmi Ьm2 · · ·  Ьmn 

(а11 + Ь11) 
(а21+Ь21) 

(а12 + Ь12) 
(а22 + Ь22) 

(atn + btn) 
(a2n + Ь2n) 

Из определения суммы матриц, а точнее, из формулы (1.2), непо­
средственно вытекает, что операция сложения матриц обладает те­
ми же свойствами, что и операция сложения вещественных чисел, 
а именно: 

1) переместительным свойством: А + В = В + А; 
2) сочетательным свойством: (А+ В)+ С= А+ (В+ С). 
Эти свойства позволяют не заботиться о порядке следования слага­

емых матриц при сложении двух или большего числа матриц. 
б) Ум н о ж е н  и е м а т р и ц ы  н а  ч и с л  о. Произведение,м мат­

рицы А = llaij ll {i = 1, 2, ... , т; j = 1, 2, ... , п) на вещественное 
число >. называется матрица С= llcij ll {i = 1, 2, ... , т; j = 1, 2, ... 

. . . , п) , элементы Cij которой равны 

Cij = >.aij (i = 1, 2, . .. , т; j = 1, 2, ... , п). (1.3) 

Для обозначения произведения матрицы на число используется 
запись С = >.А или С = А>.. Операция составления произведения 
матрицы на число называется умножением матрицы на это число. 

Непосредственно из формулы ( 1.3) ясно, что умножение матрицы 
на число обладает следующими свойствами: 

1) сочетательным свойством относительно числового множителя: 
(>.µ)А= >.(µА); 
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2) распределительным свойством относительно суммы матриц: 
Л(А +В) = ЛА + ЛВ; 

3) распределительным свойством относительно суммы чисел: 
(Л +µ)А= ЛА +µА. 

3 а м е ч  а н  и е. Разностью двух матриц А и В одинаковых поряд­
ков т и п естественно назвать такую матрицу С тех же порядков т 
и п, которая в сумме с матрицей В дает матрицу А. Для обозначения 
разности двух матриц используется естественная запись: С= А - В. 

Очень легко убедиться в том, что разность С двух матриц А и В 
может быть получена по правилу С = А + ( -1) В. 

в) Пе р е м н о ж е н и е  м а т р и ц. Произведением матрицы А = 
= ll ai;ll (i = 1, 2, ". , т; j = 1, 2, " . , п) , имеющей порядки, соответ­
ственно равные т и п, на матрицу В= llbi;ll (i = 1, 2, ". , п; j = 

= 1, 2, "., р), имеющую порядки, соответственно равные пир, назы­
вается матрица С= lici;ll (i = 1, 2, ". , т; j = 1, 2, "., р) , имеющая 
порядки, соответственно равные т и р, и элементы ci;. определяемые 
формулой 

n 

Cij = L, aikbk; (i = 1, 2, " . , т; j = 1, 2, "., р). (1.4) 
k=I 

Для обозначения произведения матрицы А на матрицу В использу­
ют запись С = А · В. Операция составления произведения матрицы А 
на матрицу В называется перемножением этих матриц. 

Из сформулированного выше определения вытекает, что матрицу А 
можно умножить не на всякую матрицу В: необходимо, чтобы число 
столбцов матрицы А было равно числу строк матрицы В. 

В частности, оба произведения А · В и В · А мож.но определить 
лишь в том случае, когда число столбцов А совпадает с числом 
строк В, а число строк А совпадает с числом столбцов В. При этом 
обе матрицы А · В и В · А будут квадратными, но порядки их будут, 
вообще говоря, различными. Для того чтобы оба произведения А · В 
и В · А не только были определены, но и имели одинаковый порядок, 
необходимо и достаточно, чтобы обе матрицы А и В были квадратными 
матрицами одного и того же порядка. 

Формула (1.4) представляет собой правило составления элементов 
матрицы С, являющейся произведением матрицы А на матрицу В. Это 
правило можно сформулировать и словесно: элемент ci;. стоящий 
на пересечении i-й строки и j-го столбца матрицы С = А· В, 
равен сумме попарных произведений соответствующих элементов 
i-й строки матрицы А и j-го столбца матрицы В. 

В качестве примера применения указанного правила приведем фор­
мулу перемножения квадратных матриц второго порядка 

11 а11 a12 ll · ll Ь11 Ь12 1 1= 1 1 (а11Ь11 + а12Ь21) (а11Ь12+а12Ь22) 11 · 
а21 а22 Ь21 Ь22 (а21Ь11 + а22Ь21) (а21Ь12 + а22Ь22) 
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Из формулы ( 1.4) вытекают следующие свойства произведения мат­
рицы А на матрицу В: 

l} сочетательное свойство: (АВ)С = А(ВС); 
2) распределительное относительно суммы матриц свойство: 

(А+ В)С =АС+ ВС или А(В +С)= АВ +АС. 
Распределительное свойство сразу вытекает из формул (1.4) и (1.2), 

а для доказательства сочетательного свойства достаточно заметить, что 
если А= llaiзll (i = l, 2, ... , т; j = 1, 2, ... , n) , В= llЬзkll (j = 1, 2, ... 
... , n; k = l, 2, ... , р), С= lick1ll (k = 1, 2, . . . , р; l = 1, 2, ... , r) , то 

элемент dil матрицы (АВ)С в силу (1.4) равен di1 = "fi(tiai3b3k)cн, 

а элемент d�1 матрицы А(ВС) равен d�1 = f: aij (f, Ь3kck1), но тогда 
j=I k=l 

равенство dil = d�1 вытекает из возможности изменения порядка сум­
мирования относительно j и k. 

Вопрос о перестановочном свойстве произведения матрицы А на 
матрицу В имеет смысл ставить лишь для квадратных матриц А и В 
одинакового порядка (ибо, как указывалось выше, только для таких 
матриц А и В оба произведения АВ и ВА определены и являются 
матрицами одинаковых порядков). Элементарные примеры показывают, 
что произведение двух квадратных матриц одинакового порядка 
не обладает, вообще говоря, перестановочным свойством. В самом 

деле, если положить А = 11 g 611 · В = 11? g 11 · то АВ = 116 g 11 · 
а ВА = 11g ?11 · 

Здесь мы укажем, однако, важные частные случаи, в которых 
справедливо перестановочное свойство 1). 

Среди квадратных матриц выделим класс так называемых диа­
гональных матриц, у каждой из которых элементы, расположенные 
вне главной диагонали, равны нулю. Каждая диагональная матрица 
порядка n имеет вид 

D= 

о 
о 

О О ... dn 

(1.5) 

где d1, d2, ... , dn - какие угодно числа. Легко видеть, что если все эти 
числа равны между собой, т. е. d1 = d2 = .. . = dn = d, то для любой 
квадратной матрицы А порядка п справедливо равенство А D = D А. 
В самом деле, обозначим символами cij и с�3 элементы, стоящие на 
пересечении i-й строки и j-го столбца матриц AD и DA соответствен­
но. Тогда из равенства ( 1.4) и из вида матрицы D получим, что 

(1.6) 
1 Т. е. Cij = C;j• 

')Две матрицы, для произведения которых справедливо перестановочное 
свойство, принято называть коммутирующими. 
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Среди всех диагональных матриц (1.5) с совпадающими элемента­
ми d 1 = d2 = . . .  = dn особо важную роль играют две матрицы. Первая 
из этих матриц получается при d = 1 ,  называется единичной матрицей 
n-го порядка и обозначается символом Е. Вторая матрица получается 
при d = О , называется нулевой матрицей n-го порядка и обозначается 
символом О. Таким образом,  

1 о ... о о о ... о 
Е = О 1 . . . О 0

= 
о о ... о 

о о . . . 1 о о ... о 

В силу доказанного выше АЕ = ЕА и АО= ОА. Более того, из 
формул ( 1.6) очевидно,  что 

АЕ = ЕА = А, АО = ОА = О. (1 .7) 

Первая из формул (1.7) характеризует особою роль единичной мат­
рицы Е, аналогичную той роли ,  которую играет ч исло 1 при пере­
множении вещественных чисел . Что же касается особой роли нулевой 
матрицы О, то ее выявляет не только вторая из формул (1. 7), но 
и элементарно проверяемое равенство 1 ) А + О =  О + А =  А. 

В заключение заметим ,  что понятие нулевой матрицы можно вво­
дить и для неквадратных матриц (нулевой называют любую матрицу, 
все элементы которой равны нулю) .  

3. Блочные матрицы. Предположим ,  что некоторая матрица А =  
= l l ai; l l при помощи горизонтальных и вертикальных прямых разбита 
на отдельные прямоугольные клетки ,  каждая из которых представляет 
собой матрицу меньших размеров и называется блоком исходной мат­
рицы. В таком случае возникает возможность рассмотрения исходной 
матрицы А как некоторой новой (так называемой блочной) матри­
цы А = l l Aat1l l . элементами  AatJ которой служат указанные блоки. 
Указанные элементы мы обозначаем большой латинской буквой , чтобы 
подчеркнуть, что они являются ,  вообще говоря, матрицами ,  а не чис­
лами и (как обычные числовые элементы) снабжаем двумя индексами ,  
первый из которых указывает номер «блочной• строки, а второй -
номер «блочного• столбца . Например, матрицу 

а1 1  а1 2 а 1з а 1 4 а 1 5 а 1 б 
а21 а22 а2з а24 а25 а2б . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

А =  аз1 аз2 азз а34 а35 аЗб 
а4 1 а42 а4з а44 а45 а4б 
а5 1 а52 а5з а54 а55 а56 

1 ) Это равенство является прямым следствием формулы ( 1 .2) .  
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можно рассматривать как блочную матрицу А = 11 ��: ��� 11 · элемен-
тами  которой служат следующие блоки:  

А -11а11 а12 а1з a14 ll · А -11а15 а1б 11 · 1 1  - а21 а22 а2з а24 1 2  - а25 а25 

11 
аз1 аз2 азз а34 11 11 

а35 азб 11 А2 1  = а41 а42 U43 а44 , А22 = а45 :: . а51 as2 аsз а54 ass 
Замечательным является тот факт, что основные операции с блоч­

ными матрицами совершаются по тем же правилам ,  по которым они 
совершаются с обычными числовыми матрицами ,  только в роли эле­
ментов выступают блоки .  

В самом деле ,  элементарно проверяется , что если матрица А = 
= l l aii l l  я вляется блочной и имеет блочные элементы Аа.в . то при 
том же разбиении  на блоки матрице ЛА = l l Лaii l l  отвечают блочные 
элементы ЛАа.в 1 ) • 

Столь же элементарно проверяется , что если матрицы А и В имеют 
одинаковые порядки и одинаковым образом разбиты на блоки ,  то сумме 
матриц А и В отвечает блочная матрица с элементами Са.в = Аа.в + 
+ Ба.в (здесь Аа.в и Ба.в - блочные элементы матриц А и В) . 

Пусть, наконец, А и В - две блочные матрицы такие, что число 
столбцов каждого блока Аа.в равно числу строк блока В.в.., (так что 
при любых а, f3 и 'У определено произведение матриц Аа.вВ.в..,) . Тогда 
произведение С = АВ представляет собой матрицу с элементами Са.., . 
определяемыми формулой 

Са.., = :Е Аа.вВ.в-r· 
.в 

Для доказательства этой формулы достаточно расписать левую и пра­
вую ее части в терминах обычных (числовых) элементов матриц А и В 
(предоставляем это сделать читателю) . 

В качестве примера применения блочных матриц остановимся на 
понятии так называемой прямой суммы квадратных матриц .  

Прямой суммой двух квадратных матриц А и В порядков m и п 
соответственно называется квадратная блочная матрица С порядка 
m + п, равная С = 11 � � 11 · Для обозначения прямой суммы мат­
риц А и В используется запись С = А Е1Э В. 

Из определения прямой суммы матриц А и В очевидно, что эта 
сумма,  вообще говоря , не обладает перестановочным свойством . Од­
нако элементарно проверяется справедливость сочетательного свой­
ства : (А Е1Э В) Е1Э С = А Е1Э (В Е1Э С) .  

С помощью свойств операций над блочными матрицами легко про­
веряются следующие формулы ,  устанавливающие связь между опера-

1) При этом блочные элементы �А",в сами вычисляются no nравилу умно­
жения  матрицы А",в на число �-
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цией прямого суммирования и операциями обычного сложения и пере­
множения матриц :  

(Ат Е!Э An) + (Вт Е!Э Bn) = (Ат + Вт) Е!Э (An + Bn), 
(Ат Е!Э An ) (Вт Е!Э Bn ) = Ат Вт Е!Э AnBn 

( в  этих формулах Ат и Bm - произвольные квадратные матрицы по­
рядка m ,  а An и Bn - произвольные квадратные матрицы порядка n) . 
Проверку этих формул мы предоставляем читателю. 

§ 2 . Определители 
Целью настоящего параграфа является построение теории  опреде­

лителей любого порядка n. Хотя читатель (из курса аналитической 
геометрии) уже знаком с определителями второго и третьего порядков, 
мы будем вести изложение так ,  чтобы избежать каких-либо ссылок. 
Знакомство с определителями второго и третьего порядков разве лишь 
облегчит восприятие излагаемого ниже материала . 

1 .  Понятие определителя . Рассмотрим произвольную квадратную 
матрицу любого порядка n: 

А = (1 .8) 

С каждой такой матрицей свяжем вполне определенную ч исленную 
характеристику, называемую определителем ,  соответствующим этой 
матрице .  Если порядок n матрицы ( 1 .8) равен единице ,  то эта матрица 
состоит из одного элемента а11 и определителем первого порядка , 
соответствующим такой матрице, мы назовем величину этого элемента . 
Если далее порядок n матрицы ( 1 .8) равен двум , т. е . если эта матрица 
имеет вид 

(1 .9) 

то определителем второго порядка , соответствующим такой матрице , 
назовем число, равное а11 а22 - а12а21 и обозначаемое одним из симво-
лов 1) д = det А = 1 ai i а 1 2 1 . Итак,  по определению 

а2 1 а22 

( 1 . 10) 

Формула ( l  . 1 0) представляет собой правило составления определи­
теля второго порядка по элементам соответствующей ему матрицы. 
Словесная формулировка этого правила такова : определитель второго 
порядка , соответствующий матрице ( 1 .9 ) ,  равен разности произведения 

1 ) В отличие от матрицы для обозначения определителя употребляют не 
сдвоенные, а одинарные черточки .  
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элементов, стоящих на главной диагонали этой матрицы, и произведе­
ния элементов, стоящих на побочной ее диагонали 1). 

В дальнейшем изложении мы будем говорить об элементах, стро­
ках или столбцах определителя ,  подразумевая под этими терминами 
соответственно элементы , строки или столбцы отвечающей этому опре­
делителю матрицы . 

Перейдем теперь к выяснению понятия определителя любого поряд­
ка n, где n � 2. Понятие такого определителя мы введем индуктивно, 
считая ,  что нами уже введено понятие определителя порядка n - l, 
соответствующего произвольной квадратной матрице порядка n - 1 .  

Договоримся называть минором любого элемента aij матри­
цы n-го порядка ( 1 .8) определитель порядка n - l, соответствую­
щий той матрице, которая получается из матрицы ( l  .8) в резуль­
тате вычеркивания i-й строки и j-го столбца (той строки и того 
столбца , на пересечении  которых стоит элемент aij) .  Минор элемен­
та aij будем обозначать символом М j. В этом обозначе нии верхний 
индекс обозначает номер строки ,  нижний - номер столбца , а черта 
над М означает, что указанные строка и стол бец вычеркиваются . 

Определителем порядка n, соответствующим матрице ( 1 .8 ) ,  n 
назовем число, равное L::(- l)1+ja1jMJ и обозначаемое символом 

j=I 

а 1 1  а12 • • • ain 

д = det А = а2 1 а22 • • • a2n 

Итак ,  по определению 

а11 а 1 2  • • • ain 

д = detA = а21 а22 . . . a2n 
n 

= L::(- l)1+ja1jM). 
j=I 

( l. l l) 

( l  . 1 2) 

Формула ( l  . l  2) представляет собой правило составления определителя 
порядка n по элементам первой строки соответствующей ему матрицы 
и по минорам М) элементов первой строки ,  являющимся определите­
лями порядка n - l. 

Заметим ,  что при n = 2 правило ( l  . 1 2) в точности совпадает с пра­
вилом ( l.1 0) , ибо в этом случае миноры элементов первой строки . -1 - . имеют вид. М 1 = а22. М 2 = а21 · 

Естественно возникает вопрос, нельзя ли использовать для получе­
ния величины определителя ( 1 . 1 1 )  элементы и отвечающие им миноры 

1 ) Напомним ,  что главной диагональю квадратной матрицы называется 
диагональ ,  идущая из левого верхнего в правый нижний угол (т. е .  в случае 
матрицы ( 1 .9) - а 1 1 а22 ) , а побочной - диагональ, идущая из левого нижнего 
в правый верхний угол (т. е. в случае матрицы (1 .9) - а21 а12 ) . 
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не первой, а произвольной �-и строки матрицы ( 1 .8) .  Ответ на этот 
вопрос дает следующая основная теорема. 

Теорема l.l. Каков бы ни был номер строки i (i = 1 ,  2 ,  ... , n) , 
для определителя n-го порядка ( 1 . 1 1 )  справедлива формула 1) 

n 
д = detA = 'L,(-l ) i+;ai;Mj, ( 1 . 1 3) 

j=l 

называемая разложением этого определителя по i-й строке. 
3 а м е ч  а н  и е. Подчеркнем , что в этой формуле показатель степе­

ни, в которую возводится число (- 1 ), равен сумме номеров строки 
и столбца , на пересечении которых стоит элемент ai; · 

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы·l . 1 .  Формулу ( 1 . 1 3) нужно дока­
зать лишь для номеров i = 2 ,  3, . . .  , n 2). При n = 2 (т. е .  для определи­
теля второго порядка) эту формулу нужно доказать лишь для номера 
i = 2, т. е .  при n = 2 нужно доказать лишь формулу 

Справедливость этой последней�ормулы 9азу вытекает из выра­
жений для миноров матрицы ( 1 .9) М1 = а12 , М� = а 1 1 , в силу которых 
правая часть этой формулы совпадает с правой частью ( 1 . 1  О) . Итак, 
при n = 2 теорема доказана .  

Доказательство формулы ( 1 . 1 3) для произвольного n > 2 проведем 
по индукции ,  т. е. предположим ,  что для определителя порядка n - 1 
справедлива формула вида ( 1 . 1 3) разложения по любой строке, и ,  
опираясь на  это, убедимся в справедливости формулы  ( 1 . 1 3) для опре­
делителя порядка n .  

При доказательстве нам  понадобится понятие миноров матри­
цы ( 1 .8) порядка n - 2 .  Определитель порядка n - 2, соответствующий 
той матрице, которая получается из матрицы ( 1 .8) в результате вычер­
кивания двух строк с номерами i1 и i2 и двух столбцов с номерами  j 1 
и j2 называется минором (n - 2) -го порядка и обозначается симво­
лом мi.1 i.2 • 3132 

Определитель n-го порядка д вводится формулой ( 1 . 1 2) ,  причем 
в этой формуле каждый минор М} является определителем поряд­
ка n - 1 ,  для которого, по предположению, справедлива формула ви­
да ( 1 . 1 3) разложения по любой строке . 

Фиксировав любой ном!Р i (i = 2 ,  3, . . .  , n) , разложим в форму­
ле ( 1 . 1 2) каждый минор � по i-й строке основного определите­
ля ( 1 . 1 1 )  (в  самом миноре М; эта строка будет (i - 1 )-й) . 

1 ) По смыслу теоремы n ;;::: 2 .  
2) Ибо при i = 1 правая часть ( 1 . 1 3) по  определению равна det А. 
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В результате весь определитель Л окажется представленным в виде 
некоторой линейной комбинации 1) миноров (п - 2)-го порядка M)k 
с несовпадающими  номерами j и k ,  т. е. в виде 2) 

( 1 . 1 4) 

Для вычисления множителей {) jk заметим ,  что минор М )k получается 
в результате разложения по ( i - 1 ) - й  строке 3) только следующих 
двух миноров ( п - 1 ) -го порядка , отвечающих элементам первой 
строки матрицы ( 1 .8) : минора М) и минора М k (ибо только эти 
два минора элементов первой строки содержат в с е  ст о л б ц ы мино--1 · . 
ра Mjk). 

В разложениях миноров М) и М k по указанной ( i - 1 ) -й  строке 
выпишем только слагаемые, содержащие минор М )k (остальные не 
интересующие нас сла гаемые обозначим  многоточием) .  Учитывая при 
этом , что элемент aik минора М) стоит на пересечении (i - 1 ) -й  
строки и ( k - 1 ) - го столбца этого минора 4) , а элемент aij минора М k 
стоит на пересечении  (i - 1 ) -й  строки и j -го столбца этого минора 5), 
мы  получим 

м! = (-l)(i-l)+(k-l)a· м!i + 
1 ik зk " · • 
м 1 _ (-l)(i-l)+ja· ·М !i + 

k - •з зkk · · · 
( 1 . 1 5) 

( 1 . 1 6) 

Вставляя ( 1 . 1 5) и ( 1 . 1 6) в правую часть ( 1 . 1 2) и собирая коэффи­
циент при M)k. мы получим ,  что множитель {)jk в равенстве ( 1 . 1 4) 
имеет вид 

( 1 . 1 7) 

Для завершения  доказательства теоремы покажем, что и правая 
часть ( 1 . 1 3) равна сумме ,  стоящей в правой части ( 1 . 1 4) ,  с теми же 
самыми значениями  ( 1 . 1 7) для {)jk· 

Для этого в .!.!Равой части ( 1 . 1 3) разложим каждый минор 
(п - 1 ) - го порядка Mj п о  п е р в о й  с т р о к е . В результате вся правая 
часть ( 1 . 1 3) представится в виде линейной комбинации с некоторыми 

1 ) Напомним , что линейной комбинацией каких-либо величин называется 
сумма произведений этих величин на некоторые вещественные числа . 2) Так как минор М}� совпадает с Ml�. то мы переберем все миноры 
(п - 2) - го порядка с данными номерами строк 1 и i, изменяя j от 1 доп и для 
каждого j беря все возможные k < j. 

3) В матрице ( 1 .8 )  эта строка будет i-й . 
4) Ибо в миноре М J отсутствует первая строка и j-й столбец матрицы ( 1 .8) 

и j < k. 
5) Ибо в миноре М k отсутствует первая строка матрицы ( 1 .8) ,  а единствен­

ный отсутствующий в этом миноре столбец матрицы ( 1 .8) имеет номер k > j. 
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коэффициентами {)jk тех же самых миноров М ]k 
{ l  . 1 8) 

и нам остается вычислить множители {)jk и убедиться в справедливо­
сти для них формулы {l.17). 

Для этого заметим ,  что минор М ]k получается в результате раз­
ложения по первой строке только следующих двух миноров ( n - l ) -го 
�:!.ОР.Ядка , отвечающих элементам i -й  строки матрицы ( 1 .8) : минора М J и минора М;. (ибо только эти два минора элементов i-й строки 
содержат в с е  с т  о л б ц ы минора М ]k). 

В разложениях миноров М j и М � по первой строке выпишем 
только слагаемые, содержащие минор М ]k: (остальные не интересу­
ющие нас слагаемые обозначим многоточием) .  Учитывая при этом, 
что элемент a1k минора М j стоит на пересечении  первой строки 
и {k - 1 ) -го столбца 1 ) этого минора , а элемент a1j минора М� стоит 
на пересечении первой строки и j - го столбца 2) этого минора , мы  
получим 

M! = (-l)t+(k-t)a . м!i + J lk 3k • • •  ' ( l .  l 9) 

( l .20) 

Вставляя р . 1 9) и {l . 20) в правую часть { l  . 1 3) и собирая коэффи­
циент при Mik' мы получим ,  что {)ik в сумме ( l . 1 8) определяется той 
же самой формулой (l.17), что и в равенстве ( l . 1 4) .  

Теорема l .  l доказана . 
Теорема l. l установила возможность разложения определителя 

n-го порядка по любой его строке. Естественно возникает вопрос 
о возможности разложения определителя n-го порядка по любому 
его с т  о л б ц у. Положительный ответ на этот вопрос дает следующая 
основная теорема .  

Теорема 1 .2.  Каков бы ни был номер столбца j (j = l ,  2 ,  . . .  , n ) ,  
для определителя n-го порядка ( 1 . 1 1 )  справедлива формула 

{ l  .2 1 ) 

называемая разложением этого определителя по j -му столбцу. 
Д о  к а з  а т  е л  ь с т  в о .  Достаточно доказать теорему для j = 1 ,  т. е .  

установить формулу разложения по первому столбцу 

{ l .22) 

1 ) Ибо j < k и в миноре М J отсутствует j-й столбец матрицы ( 1.8). 2) Ибо j < k, а у минора М � отсутствует лишь k-й столбец матрицы ( 1.8). 
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ибо если формула ( l  .22) будет установлена, то для доказательства 
формулы ( l .2 1 )  для любого j = 2, 3 ,  . . .  , n достаточно, поменяв ролями 
строки и столбцы , дословно повторить схему рассуждений теоремы l .  l .  

Формулу ( l  .22) установим по индукции .  
При  n = 2 эта формула проверяется элемент�но (так как при n = 2 

миноры элементов первого столбца имеют вид М11 = а22. Mf = а12. то 
при n = 2 правая часть ( l .22) совпадает с правой частью ( l . 1 0) ) .  

Предположим ,  что формула разложения по  первому столбцу ( l .22) 
верна для определителя порядка n - l и ,  опираясь на это , убедимся 
в справедливости этой формулы для определителя порядка n. 

С этой целью выделим в правой части Фо�мулы ( l . 1 2) для определи­
теля n-го порядка д первое слагаемое а11М1 , а в каждом из остальных 
слагаемых разложим м инор ( n - l ) -го порядка М J по п е р  в о м  у 
с т о л б ц у. 

В результате формула ( l . 1 2) будет иметь вид 

( 1 .23) 

где {)ij - некоторые подлежащие определению коэффициенты . Для 
вычисления {)i; заметим ,  что минор М \� получается при разложении 
по первому столбцу только одного из миноров ( n - l ) -го порядка , 
отвечающих первой строке 1), - минора М J .  Запишем в разложении 
минора Mi (при j � 2) по первому столбцу только то слагаемое, кото­
рое содержит минор М iJ (остальные не интересующие нас слагаемые 
обозначим  многоточием ) .  Учитывая ,  что элемент ail минора М J (при 
j � 2) стоит на пересечении  ( i - l )-й строки и первого столбца этого 
минора, мы получим ,  что при j � 2 

( 1 .24) 

Вставляя ( l  . 24) в правую часть ( l  . 1 2)J_из которой исключено первое 
слагаемое) и собирая коэффициент при М iJ, мы получим , что коэффи­
циент {)ij в формуле ( 1 .23) имеет вид 

( l  .25) 

Остается доказать , что и правая часть ( 1 . 22) равна сумме, стоящей 
в правой части ( l .23) с теми же самыми значениями ( l .25) для {)ii· 

Для этого в правой части ( l  . 22) выделим первое слагаемое а11 М i1, 
а в каждом из остальных сла гаемых разложим минор (n - 1 ) - го поряд­
ка М { по п е р  в о й  с т р  о к е .  

В резулыат�правая часть ( 1 . 22) представится в виде суммы первого 
слагаемого а11М1 и линейной комбинации с некоторыми коэффициен-

1 ) При этом минор М i' предполагается исключенным. 
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тами {)ij миноров (n - 2)-го порядка M11j, т. е .  в виде 

( 1 .26) 

и нам остается вычислить множители {)ij и убедиться в справедливо­
сти для них формулы ( l .25) . 

Для этого заметим ,  что минор М U получается в результате разло­
жения по первой строке только одного из миноров n - 1 -го порядка , 
отвечающи_х первому столбцу, - минора М t. Запишем в разложении 
минора М j(при i � 2) по первой строке только то слагаемое, которое 
содержит минор М i1j (остальные не интересующие нас слагаем':'lе обо­
значим многоточием) .  Учитывая ,  что элемент а1;. минора М j стоит 
на пересечении первой строки и (j - 1 ) -го столбца этого минора , мы  
получим ,  что при i � 2 

Mi=(-l·)l+(;-1>a .м1!+ 1 13 13 ... ( 1 .27) 

Вставляя (l .27) в правую часть ( 1 .22) , из которой исключено первое 
слагаемое, и собирая коэффициент при М i1j, мы получим ,  что {)ij 
в сумме ( 1 .26) определяется той же самой формулой ( 1 .25) , что и в ра­
венстве (l .23) . Теорема 1 .2 доказана .  

2.  Выражение определителя непосредственно через его ЗJiе­

менты. Установим формулу, выражающую определитель n-го порядка 
непосредственно через его элементы (минуя миноры) .  

Пусть каждое и з  чисел а1, а2, . . .  , an принимает одно из  значений 
\, 2 ,  . . . , n ,  причем среди этих чисел нет совпадающих (в таком случае 
говорят, что числа а1, а2, . . .  , an являются некоторой перестановкой 
чисел 1 ,  2, . . .  , п) . Образуем из чисел а1, а2, . . . , an все возможные 
пары aia; и будем говорить, что пара aia; образует беспорядок, если ai > а; при i < j. Общее число беспорядков, образованных всеми 
парами ,  которые можно составить из чисел а1, а2, ... , an, обозначим 
символом N(a1 , а2, . . .  , ап ) .  

С помощью метода индукции установим для определителя n-го 
порядка ( 1 . 1 1 )  следующую формулу: 

д = detA = ( 1 .28) 

(суммирование в этой формуле идет по всем возможным перестановкам а1, а2, . . .  , an чисел 1 ,  2 ,  . . . , n; число этих перестановок, очевидно, 
равно n!) . 

В случае n = 2 формула ( 1 .28) элементарно проверяется (в этом 
случае возможны только две перестановки 1 ,  2 и 2, 1 ,  и, поскольку 
N( I, 2) = О, N(2, 1) = 1 ,  формула ( 1 .28) переходит в равенство ( 1 . 1 0) ) .  

С целью проведения индукции предположим,  что формула ( 1 .28) 
при n > 2 справедлива для определителя порядка ( n - 1 ) .  
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Тогда , записав разложение определителя n-го порядка ( l. l l) по 
первому столбцу 1) : 

n 
д = detA = 2: (-l)"1+1aa11Mf1, (l.29) 

a1=I 
мы можем,  в силу предположения индукции ,  представить каждый 
минор (n - 1 ) -го порядка Mf1 в виде 

ма1 _ � (-l)N(a2"."<>n)a а 1 - L....,, <>22 • • · <>nn 
02 . ... ,an 

(l.30) 

(суммирование идет по всем возможным перестановкам о:2, ... , o:n 
( n - l) ч исел , в качестве которых берутся все натуральные числа от 1 
до n, за исключением числа 0:1 ). 

Так как из ч исел о:1, о:2, ... , o:n. кроме пар, образованных из 
чисел о:2, ... , o:n можно образовать еще только следующие пары 
0:10:2. 0:10:3, ... , 0:1o:n, и поскольку среди чисел 0:2 • . . .  , O:n найдется 
ровно (0:1 - l) чисел , меньших числа 0:1. то N(o:1. 0:2 • . . .  , o:n) 
= N(o:2 • . . .  , o:n) + 0:1 - \. Отсюда вытекает, что 

(-l)N(a2"."<>n)(-\)"1+l = (-\)N(a1,a2"."anJ, 

и ,  вставляя (l .30) в (l .29), мы  в точности получим формулу (l .28). Тем 
самым вывод формулы ( 1.28) завершен .  

В заключение заметим ,  что в большинстве курсов линейной ал­
гебры формула ( l .28) положена в основу понятия определителя n-го 
порядка . 

3. Теорема Лапласа 
2). В этом пункте мы установим замечатель­

ную формулу, обобщающую формулу разложения определителя n-го 
порядка по какой-либо его строке .  

С этой целью введем в рассмотрение миноры матрицы n-го порядка 
(l.8) д в у х  т и п о в . 

Пусть k - любой номер, меньший n, а i1, i2 • .  " , ik и j1, j2 • . . .  
. . . , jk - произвольные номера , удовлетворяющие условиям 1 � i1 < 
< i2 < . . .  < ik � n, l � j1 < j2 < . . .  < jk � n.  

Миноры первого типа  M1i/J:.::·J: являются определителями поряд­
ка k, соответствующими  той матрице, которую образуют элементы 
матрицы (l .8), стоящие на пересечени и  k строк с номерами  i1, i2, ... 
. ", ik и k столбцов с номерами  j1. j2 • . . .  , jk. 

Миноры второго типа М J 1
1;::::�� являются определителями поряд­

ка n - k, соответствующими  той матрице, которая получается из мат­
рицы (l.8) в результате вычеркивания k строк с номерами i1, i2, ... , ik 
и k столбцов с номерами  j1. j2, ... , jk. 

1 ) Индекс, по которому производится суммирование, на этот раз нам удобно 
обозначить буквой а1 .  

2) П. С. Лаплас - выдающийся французский астроном, математик и физик 
( 1 749- 1 827) .  
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Миноры второго типа естественно назвать дополнительными по 
отношению к минорам первого типа .  

Теорема 1 .3 (теорема Лапласа ) .  При любом номере k, меньшем n ,  
и при любых фиксированных номерах строк i 1 , i2 , . . .  , ik таких, что 
l � i1 < i2 < . . .  < ik � n, для определителя n-го порядка ( l . 1 1 )  
справедлива формула 

д = detA = ( 1 .3 1 )  

называемая разложением этого определителя по k стро­
кам i 1 , i2 , . . .  , ik . Суммирование в этой формуле идет по всем 
возможным значениям индексов j1 , j2 • . . .  , jk , удовлетворяющим 
условиям 1 � j1 < j2 < . . .  < jk � n. 

Д о  к а з  а т  е л  ь с т  в о. Прежде всего заметим ,  что формула ( l  .3 1 )  
является обобщением уже доказанной нами формулы разложения опре­
делителя n-го порядка по о д н о й  его строке с номером i 1, в которую 
она переходит при k = l (при этом минор Mj/ совпадает с элемен­
том ai 1j1 , а минор М J11 - это введенный выше минор элемента ai 1j1 ). 

Таким образом , при k = l формула ( l  .3 l )  доказана . Доказательство 
этой формулы для любого k, удовлетворяющего неравенствам 1 < k < 
< n, проведем по индукции ,  т. е. предположим ,  что формула ( l .3 1 )  
справедлива для (k - l ) строк, и ,  опираясь н а  это , убедимся в спра­
ведливости формулы ( 1 .3 1 )  для k строк . 

Итак, пусть 1 < k < n и фиксированы  какие угодно k строк мат­
рицы ( l .8) с номерами  i1 , i2 , . . .  , ik , удовлетворяющими условию l � 
� i1 < i2 < . .. < ik � n. Тогда , по предположению, для (k - 1 )  строк 
с номерами i 1 . i2 , • • •  , ik- I справедлива формула 

Л = (- l )i,+ ... +i k_ ,+j1+ ... +jk_, м�'�2 ... i_1с-1 мi _ii _2 ... i�-1 3132···3/t-1 3132···3/t-1 ( l .32) 

(суммирование идет по всем возможным значениям индексов j 1 , . . .  
. . . , jk- 1 удовлетворяющим условиям l � j 1 < j2 < . . "<jk-l � n) . 

Разложим в формуле ( l .32) каждый минор м;::::j��11 по строке, 
имеющей в матрице ( l .8) номер ik . В результате весь определитель д 
будет представлен в виде некоторой линейной комбинации мино-
ров м�: :::t�11t с коэффициентами ,  которые мы  обозначим через '19j1 ••• 3 •• 
т. е. для л будет справедливо равенство 1 > л = L: iJ 31 ... 3" м;: :::��. j1 •... ,j1c 
и нам остается вычислить коэффициенты iJ31 ... j1c и убедиться в том , что 
они равны 

( l .33) 

1 ) Суммирование в этом равенстве, как и выше, идет по всем воз можным 
значениям индексов j1 , .. . , jk. удовлетворяющим условию 1 � j1 <j2 < .. . � 
� jk � n. 
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С этой целью заметим,  что минор (n - k) -го порядка М� 11::: �: по ­
лучается в результате разложения по строке с номером ik только 
следующих k миноров ( n - k + 1 ) - го порядка 1): 

(l .34) 

ибо каждый из остальных содержащих строку j8 миноров (n -k + 
+ 1 ) - го порядка не содержит всех строк и всех столбцов мино-
ра мi.J .. . i_k . 

)1 ···)k 
В разложении каждого минора (l . 34) по строке матрицы ( 1 .8) с но-

мером ik вы пишем только то слагаемое, которое содержит ми­
нор М�� :::�: (остальные не интересующие нас слагаемые обозначим 
многоточием) .  Учитывая при этом, что в каждом миноре ( l .34) 
элемент ai.;. стоит на пересечении (ik - (k - 1 ) ]-й строки и 
[j8 - (s - 1 ) ]-го столбца этого минора 2), мы получим 

м�1"·�•-1 . = (-l)li•-(k-lJJ+[;.-(в-l)Ja,· . Mi.1".i.• + ... 
Jl···Jk(o.з3.) k)• )J"•)k 

Теперь нам остается учесть, что в формуле ( l .32) каждый ми­
нор ( l . 34 )  умножается на множитель 

(-1 )(i1 +".+ik-1 J+U1+".+;.J-;. м�1"·�•-1 . 
JJ ."Jk(o.з3.) 

и после этого суммируется по всем s от 1 до k .  Имея также в виду, 
ЧТО ( -1 )2-2k-2в = 1 ,  МЫ ПОЛУЧИМ, ЧТО 

{). . = (-l )i1 + ... +ik+;1 +".+;k [ � (-l )k+в м�1 ... �k-1 . ] . )1 ".Jk L., JJ ... Jk(O.зJ•) 
в=l 

Замечая , что сумма в квадратных скобках представляет собой разло­
жение минора мJ: :::�: по его последней k-й строке, мы окончательно 
получим для {) ;1 ".;k формулу (l . 33) . Теорема Лапласа доказана. 

3 а м е ч  а н  и е .  В полной аналогии с формулой (l .32) записывается 
и выводится формула разложения определителя по каким-либо k его 
столбцам .  

4 .  Свойства определителей. Ниже устанавливается ряд свойств, 
которыми обладает произвольный определитель n-го порядка . 

1 °. С в о й  с т  в о р а в н о  пр а в н о с  т и с т р  о к и с т  о л б ц о в .  Транс­
понированием любой матрицы или определителя называется операция, 
в результате которой меняются местами строки и столбцы с сохранени-

1 ) Символом M � 1 ". ik
(
- .� . > обозначается минор, отвечающий пересечению 

]J .. ·]k �· 1· 
строк с номерами  i1 , • • •  , i"_ 1 и всех столбцов с номерами j1 , • . •  , j" , за ис-
ключением столбца с номером j. , а символом ( 1 .34) - дополнительный к нему 
минор. 

2) Это вытекает из того ,  что строке с номером i" предшествует (k - 1 )  
строк, а столбцу с номером j. предшествует (в - 1 )  столбцов минора 
м � i- �k-

( ·� . >, к которому минор ( 1 .34) является дополнительным. Jl-Jk uc3J• 
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ем порядка их следования .  В результате транспонирования матрицы А 
получается матрица, называемая транспонированной по отношению 
к матрице А и обозначаемая символом А' . 

В дальнейшем мы договоримся символами  IA I . \ В\ ,  \А'\ . .. обозна­
чать определители квадратных матриц А , В , А' . . . соответственно. 

Первое свойство определителя формулируется так :  при транспони­
ровании величина определителя сохраняется , т .  е. \А'\ = \А\ . 

Это свойство непосредственно вытекает из теоремы 1 .2 (достаточно 
лишь заметить, что разложение определителя \A I по первому столбцу 
тождественно совпадает с разложением определителя \А'\ по первой 
строке) . 

Доказанное свойство означает полную равноправность строк 
и столбцов и позволяет нам все последующие свойства устанавливать 
л и ш ь д л я  с т р  о к и быть уверенными в справедливости их и для 
столбцов. 

2°. С в о й с т  в о а н т и с и м м е т р и и п р и п е р е  с т  а н о в к е д в у х 
с т р о к  ( и л и  д в у х  с т о л б ц о в ) . При перестановке местами двух 
строк (или двух столбцов) определитель сохраняет свою абсолют­
ную величину, но меняет знак на противоположный. 

Для определителя второго порядка это свойство проверяется 
элементаrно (из правила ( l  . 1 0) сразу вытекает, что определители 1 а 1 1  а 1 2  и 1 а2 1 а22 1 отличаются лишь знаком) .  

а2 1 а22 а 1 1 а 1 2  

Считая ,  что п > 2, рассмотрим теперь определитель п-го порядка 
( 1 . 1 1 )  и предположим ,  что в этом определителе меняются местами две 
строки с номерами i 1 и i2 • Записывая формулу Лапласа разложения по 
этим двум строкам ,  будем иметь 

(l.35) 

При перестановке местами  строк с номерами  i 1 и i 2 каждый опреде­
литель второго пор�дка м;;�� в силу доказанного выше меняет знак 
на противоположныи ,  а все остальные величины,  стоящие под знаком 
суммы в ( 1 .35) , совсем не зависят от элементов строк с номерами i 1 
и i2 и сохраняют свое значение. Тем самым свойство 2° доказано. 

3°. Л и н е й н о е  с в о й  с т  в о о п р е д е л и т е л я. Будем говорить, 
что некоторая строка (а 1 , а2 , • • •  , an ) является линейной комбинацией 
строк (Ь 1 , Ь2 , . . .  , Ьп ) ,  ( с 1 , с2 , . . .  , сп ) ,  . . .  , ( d 1 , d2 · · · · · dn ) с коэффици-
ентами Л ,  µ, . . .  , v , если aj = ЛЬj + µcj + . . . + v d; для всех j = = 1 ,  2, . . . • п. 

Линейное свойство определителя можно сформулировать так: если 
в определителе п-го порядка Л некоторая i -я строка (ан, ai2• .. . 
. . . , a 1 n ) является линейной комбинацией двух строк (Ь1, Ь2, ... , Ьn ) 
и ( с 1 , с2 • . . . , cn ) с коэффициентами Л и µ, то Л = ЛЛ1 + µЛ2, где 
Л1 - определитель, у которого i-я строка равна (Ь1, Ь2, ... , Ьn ). 
а все остальные строки те же, что и у Л, а Л2 - определитель, 
у которого i -я строка равна ( с 1 , с2 , • • •  , cn ) .  а все остальные строки 
те же, что и у Л .  
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Для доказательства разложим каждый из трех определителей Л, 
Л 1 и Л2 по i -й строке и заметим ,  что у всех трех определителей все 
миноры М� элементов i - й  строки одинаковы . Но отсюда следует, что 
формула д = ЛЛ1 + µ Л2 сразу вытекает из равенств a;j = ЛЬj + µcj 
(j = l ,  2, . . .  , п) . 

Конечно, линейное свойство справедливо и для случая,  когда i-я 
строка является линейной комбинацией не двух , а нескольких строк. 
Кроме того , линейное свойство справедливо и для столбцов определи­
теля . 

Доказанные три свойства являются основными свойствами опреде­
лителя ,  вскрывающими  его природу. 

Следующие пять свойств являются логическими следствиями трех 
основных свойств .  

С л е д  с т  вне l .  Определитель с двумя одинаковыми строками 
(или столбцами) равен нулю. 

В самом деле ,  при перестановке двух одинаковых строк, с одной 
стороны ,  определитель Л не изменится , а с другой стороны, в си­
лу свойства 2° изменит знак на противоположный .  Таким образом , 
Л = -Л, т. е .  2Л = О или Л = О.  

С л е д  с т  в и е 2 .  Умножение всех элементов некоторой строки 
(или некоторого столбца) определителя на число Л равносильно 
умножению определителя на это число Л .  

Иными  словами ,  общий множитель всех элементов некоторой 
строки (или некоторого столбца) определителя можно вынести 
за знак этого определителя. (Это свойство вытекает из свойства 3° 
при µ =  О.) 

С л е д с т в и е  3. Если все элементы некоторой строки (или неко­
торого столбца) определителя равны нулю, то и сам определитель 
равен нулю. (Это свойство вытекает из предыдущего при Л = О. )  

С л е д с т в и е  4 .  Если элементы двух строк (или двух столб­
цов) определителя пропорциональны, то определитель равен нулю. 
(В  самом деле, в силу следствия 2 ,  множитель пропорциональности 
можно вынести за знак определителя ,  после чего останется опреде­
литель с двумя одинаковыми  строками ,  который равен нулю согласно 
следствию l ) .  

С л е д с т в и е  5 .  Если к элементам некоторой строки (или неко­
торого столбца) определителя прибавить соответствующие эле­
менты другой строки (другого столбца) , умноженные на произволь­
ный множитель Л ,  то величина определителя не изменится . 

В самом деле ,  полученный в результате указанного прибавления 
определитель можно, в силу свойства 3°, разбить на сумму двух 
определителей ,  первый из которых совпадает с исходным ,  а второй 
равен нулю ,  в силу пропорциональности двух строк (или столбцов) 
и следствия 4 . 

3 а м е ч  а н  и е .  Следствие 5, как и линейное свойство, допускает 
более общую формулировку, которую мы приведем для строк : если 
к элементам некоторой строки определителя прибавить соответ­
ствующие элементы строки, являющейся линейной комбинацией 



§ 2 ] ОПРЕДЕЛИТЕЛИ 3 1  

нескольких других строк этого определителя ( с  какими угодно 
коэффициентами) , то величина определителя не изменится. 

Следствие 5 широко применяется при конкретном вычислении опре­
делителей (соответствующие примеры будут приведены в следующем 
пункте) .  

Прежде чем сформулировать еще одно свойство определителя ,  вве­
дем полезное понятие алгебраического дополнения данного элемента 
определителя .  

Алгебраическим дополнением данного элемента ai; определите­
ля п-го порядка ( 1 . 1 1 )  назовем число, равное ( - 1  )i+j М) и обознача­
емое символом Aij · 

Таким образом , алгебраическое дополнение данного элемента мо­
жет отличаться от минора этого элемента только знаком . 

С помощью понятия алгебраического дополнения теоремы 1 . 1  и 1 .2 
можно переформулировать так :  сумма произведений элементов любой 
строки (любого столбца) определителя на соответствующие ал­
гебраические дополнения этой строки (этого столбца) равна этому 
определителю. 

Соответствующие формулы разложения определителя по i -й строке 
и по j-му столбцу можно переписать так :  

n 
д = L a;jAij (для любого i = 1 ,  2, ". , п) , 

j= I  

n 
д = L a;jAij (для любого j = 1 ,  2, ". , п) . 

i= I  

( 1 . 1 3' ) 

( 1 .2 1 ' )  

Теперь мы можем сформулировать последнее свойство определи­
теля .  

4 °. С в о й с т в о а л г е б р а и ч е с к и х д о п о л н е н и й с о с е д н и х 
с т р  о к (и л и с т  о л б ц о в ) .  Сумма произведений элементов какой­
либо строки (или какого-либо столбца) определителя на соот­
ветствующие алгебраические дополнения элементов любой другой 
строки (любого другого столбца) равна нулю. 

Доказательство проведем для строк (для столбцов оно проводится 
аналогично) . Записывая подробно формулу ( 1 . 1 3' )  

( 1 .36) 

заметим ,  что поскольку алгебраические дополнения Ail, А;2 , " . , Ain 
не зависят от элементов i -й  строки а; 1 . ai2 , " . , ain• то равенство ( 1 .36) 
является тождеством относительно а; 1 , ai2 , ". ,  ain и сохраняется при 
замене чисел а; 1 , а;2 • . . .  , ain любыми  другими п числами. Заме­
нив а; 1 , а;2 , . . .  , ain соответствующими элементами любой (отличной 
от i-й) k-й строки ak 1 , ak2· . . .  , akn· мы получим слева в ( 1 .36) опре-
2 Линейная аш-ебра 
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делитель с двумя одинаковыми строками ,  равный нулю согласно след­
ствию 1 .  Таким образом ,  

(для любых несовпадающих i и k ) .  
5 .  Примеры вычисления определителей. При конкретном вычис­

лении определителей широко используются формулы разложения по 
строке или столбцу и следствие 5 ,  позволяющее ,  не изменяя величины 
определителя ,  прибавлять к любой его строке (или столбцу) произ­
вольную линейную комбинацию других его строк (или столбцов) . Осо­
бенно удобно использовать формулу разложения по тем строкам (и.п и 
столбцам) ,  многие элементы которых равны нулю .  В частности,  если 
в данной строке отличен от нуля только один элемент, то разложение 
по этой строке содержит только одно слагаемое и сразу сводит вопрос 
о вычислении определителя порядка п к вопросу о вычислении опре­
делителя порядка (п - 1 )  (минора , стоящего в указанном слагаемом) .  

Если в дан ной строке отличны от  нуля несколько элементов, 
отвечающих пересечению этой строки с несколькими столбцами ,  то, 
применяя к указанным столбцам следствие 5 ,  мы можем,  не изменив 
определителя ,  обратить в нуль  все элементы данной строки ,  за исклю­
чением одного. 

Перейдем к конкретным примерам .  
П р  и м  е р  1 .  Пусть требуется вычислить следующий определите.n ь 

четвертого порядка : 

4 99 83 1 

д= о 8 1 6  о 
60 1 7  1 34 20 
1 5 43 1 06 5 

Вычитая из первого столбца утроенный последний столбец , будем 
иметь 

1 99 83 1 

д= о 8 1 6  о 
о 1 7 1 34 20 
о 43 1 06 5 

Далее естественно разложить определитель по первому столбцу. В ре­
зультате получим  1 8 1 6  о 1 д = 1 . 1 7 1 34 20 . 

43 1 06 5 

Теперь в определителе третьего порядка вычтем из второго столбца 
удвоенный первый столбец . При этом будем иметь 

1
8 о о 

1 д = 1 7 1 00 20 . 
43 20 5 
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Разлагая ,  наконец , последний определитель третьего порядка по пер­
вой строке , окончательно получим 

1100 20 1  л = 8 . 20 5 = 8(500 - 400) = 800. 

П р  и м  е р  2. Вычислим так называемый треугольный определи­
тель,  у которого все элементы , лежащие выше главной диагонали ,  
равны нулю 

о 

a(n-1 ) 1  Щn- 1 )2 
an 1 an2 

о 
о 

о 
о 

Щn-l)(n-1) О 
an(n-1) ann 

Разлагая определитель Лn по последнему столбцу, мы получим ,  что 
он равен произведению элемента ann на треугольный определитель 
(п - 1 ) -го порядка Лn- 1 · равный 

Лn- 1 = 
о о 

о 

Щn- 1 ) 1  Щn-1 )2 · • •  Щn-l)(n-1) 

Последний  определитель мы снова разложим по его последнему столб­
цу, в результате чего убедимся в том ,  что он равен произведению 
элемента �n-l)(n-I) на треугольный определитель (n - 2) -го поряд­
ка Лn-2· Продолжая аналогичные рассуждения,  мы придем к следу­
ющему выражению для исходного определителя :  Лn = а11а22 ... ann · 

Итак, треугольный определитель равен произведению элементов, 
стоящих на его главной диагонали. 

3 а м е ч  а н  и е l. Если у определителя Л равны нулю все элементы, 
лежащие ниже главной диагонали ,  то этот определитель также равен 
произведению элементов, лежащих на его главной диагонали (убедить­
ся в этом можно по схеме, изложенной выше, но примененной не к по­
следним столбцам ,  а к последним  строкам ; можно и просто произвести 
транспонирование Л и свести этот случай к рассмотренному выше) . 

Аналогичным способом устанавливается ,  что определитель ,  у кото­
рого равны нулю все элементы, лежащие выше (или ниже) побочной 
диагонали ,  равен произведению числа (-l)n(n-l)/2 и всех элементов, 
лежащих на этой диагонали .  

П р  и м  е р  3. Обобщением треугольного определителя второго по­
рядка может служить определитель 2n-го порядка следующей блочной 
матрицы 1 1  � g 1 1  · в которой А, В и С - произвольные квадратные 
матрицы n-го порядка , а О - нулевая квадратная матрица n-го по­
рядка . Убедимся в том , что для указанного определителя справедлива 
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формула 1 ) 
( 1 .37) 

Привлекая теорему Лапласа , разложим определитель ,  стоящий 
в левой части ( 1 .37) , по первым п строкам. Так как определитель ,  
у которого хотя бы один столбец состоит из нулей, равен нулю, то 
в формуле разложения ( 1 .3 1 )  будет отлично от нуля только одно слага­
емое, причем это слагаемое (в  силу того, что (- 1 )(l+".+n)+( t +".+n) = 1 )  
будет как раз равно I A I  IC I . 

3 а м е ч  а н  и е 2 .  Аналогичными рассуждениями легко убедиться 
в справедливости формулы  

( 1 .38) 

(А, В, С и О имеют тот же смысл , что и выше) . 
Для этого следует разложить определитель, стоящий в левой части 

( 1 .38) , по последним п строкам и учесть, что 

(- l ) [(n+ t )+."+2n]+[ l +".+n] = (-J)2n(2n+l)/2 = (-J)n . 

П р  и м  е р  4 .  Вычислим теперь так называемый определитель Ван­
дермонда 

X I 
д(х 1 , х2 , ... , Xn) = xi 

Xn 
х2 n 

n- 1 n- 1 n- 1 Х 1 Xz Xn 

Вычитая первый столбец из всех последующих, будем иметь 

X I 
д(х 1 , х2 , ... , Xn) = xi 

о 
(х2 - х 1 )  
(х� - xi) 

о 
(xn - х 1) 
(х� - xi) 

( 1 .39) 

Далее естественно произвести разложение по первой строке, в ре­
зультате чего мы  получим 

(х2 - х 1)  
(х� - xi) 

(хз - х 1) 
(х� - xi) 

(xn - х 1) 
(х� - xi) 

1 ) Напомним,  что символами IAI. IBI. !CI, . . .  мы договорились обозначать 
определители матриц А. В. С, . . . соответственно. 
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Вычитая теперь из каждой строки предыдущую строку, умножен­
ную на х 1 , получим 

(х2 -х1 } 
х2 (х2 -х1 ) 

(хз-х 1 } 
хз(хз-х1 ) 

(xn - z 1 ) 
Xn(Xn - ZJ ) 

х;-2 (х2 -х1 } х;-2 (хз - z 1 } . . .  x�-2(xn - z1 ) 

Далее мы можем вынести за знак определителя общий множитель 
первого столбца, равный (х2 - х 1 ) , общий множитель второго столбца , 
равный (х3 - х 1 ) , • • •  , общий множитель (n - 1 ) - го столбца, равный 
(xn - х 1 ) .  В результате получим 

д(х 1 , х2 , . . .  , Xn ) = (х2 - Х\ ) (хз - Х\ ) . . .  (xn - Х\ ) · д (х2, Х3, . . .  , Xn ) · 
Со стоящим в правой части определителем д(х2, хз, . . .  , Xn ) посту­

пим точно так же, как и с д(х 1 , х2 , • • •  , xn ) · В результате получим ,  что 

д(х2 , Х3 , . . .  , Xn ) = (хз - х2 )  . . .  (xn - х2) · д(хз, . . .  , Xn ) · 
Продолжая аналогичные рассуждения далее, окончательно полу­

чим ,  что исходный определитель ( 1.39) равен 

д(х 1 , х2 , ". , Xn ) = (х2 - х 1 ) (хз - х 1 ) " . 
. . . (xn - х 1 ) (хз - х2) . . .  (xn - х2 ) . . . (xn - Xn-\ ) . 

6. Определитель суммы и произведения матриц. Непосредствен­
но из линейного свойства определителя вытекает, что определитель 
суммы двух квадратных матриц одного и того же порядка n А = 
= 11ai; 11 и В = 11bi; 11 равен сумме всех различных определителей 
порядка n, которые могут получиться, если часть строк (или 
столбцов) брать совпадающими с соответствующими строками 
(или столбцами) матрицы А ,  а остальную часть - совпадающими 
с соответствующими строками (или столбцами) В . 

Докажем теперь, что определитель матрицы С,  равной произве­
дению квадратной матрицы А на квадратную матрицу В ,  равен 
произведению определителей матриц А и В .  

Пусть порядок всех трех матриц А ,  В и С равен n ,  и пусть О -
нулевая квадратная матрица порядка n, а ( -l) Е следующая матрица: 

(- l ) E = 
- 1  о 
о - 1 . . .  

о 
о 

о о " .  -\ 

В силу примера 2 из предыдущего пункта 
(-l ) E  равен числу (- l )n. 

Рассмотрим следующие две блочные 
порядка 2n: 

и 

определитель матрицы 

квадратные матрицы 
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В силу формул ( l .37) и ( 1 .38) из предыдущего пункта , определите­
ли  этих матриц равны 

1 (-f)E � 1 = IAI · IBI, 1 (-f)E g 1 = {-l}nl(-l)EllCI = ICI. 
Таким образом , достаточно доказать равенство определителей 

Подробнее эти два определителя можно записать так :  

а11 а12 . • . a1n О О О 
а21 а22 . . . a2n О О О 

an1 an2 
- 1  о 
о - 1 

о о 

о о 
Ь12 . . •  Ь�п ' 
Ь22 . . . Ь2п 

- 1 ЬnJ Ьnz . . • Ьnn 

а11 а12 ... a1n с11 с12 ... CJn 
а21 az2 . . . a2n с21 с22 • . • C2n 
anJ an2 
- 1  о 
о - 1  

о о 

ann Cnl Cn2 
о о о 
о о о 

- 1 о о 

Cnn 
о 
о 

о 

( l  .40) 

Для того чтобы убедиться в равенстве этих двух определителей ,  
достаточно заметить, что первые п столбцов у этих определителей 
совпадают, а каждый столбец второго определителя ( 1 .40) с номером n 
п + k ( где k = l ,  2, ... , n) ,  в силу формулы C;j = L a;k bkj · получается 

k= l 
в результате прибавления к (п + k) -му столбцу первого определите-
ля ( 1 .40) линейной комбинации первых п его столбцов с коэффи­
циентами ,  соответственно равными  bk l · bk2 , . . .  , bkn · Таким образом, 
определители ( l  .40) равны в силу следствия 5 из п .  3 .  

В заключение заметим ,  что непосредственно из фоrмулы ( 1 .37) 
вытекает, что определитель прямой суммы IA ЕВ BI = � � 1 двух 
матриц А и В равен произведению определителей этих матриц .  

7. Понятие обратной матрицы . Пусть А - квадратная матрица 
n-го порядка, а Е - единичная квадратная матрица того же порядка 
(см . п. 2 § 1 ) .  

Матрица В называется правой обратной по отношению к матри­
це А ,  если АВ = Е. 

Матрица С называется левой обратной по отношению к матри­
це А, если СА = Е. 



§ 2 ) ОПРЕДЕЛИТЕЛИ 37 

Так как обе матрицы А и Е являются квадратными матрицами 
порядка n ,  то матрицы В и С (при условии ,  что они существуют) 
также являются квадратными матрицами  порядка n .  

Убедимся в том ,  что если обе матрицы В и С существуют, то 
они совпадают между собой. В самом деле ,  на основании  равенств 
( l .7) (см . п .  2 § 1), соотношений АВ = Е, СА= Е и сочетательного 
свойства произведения матриц получим 

С =  СЕ = С(АВ) = (СА) В =ЕВ = В. 

Естественно, возникает вопрос об условиях на матрицу А,  при 
выполнении которых для этой матрицы существуют как левая ,  так 
и правая обратные матрицы 1 ) • 

Теорема l .4. Для того чтобы для матрицы А существовали ле­
вая и правая обратные матрицы, необходимо и достаточно, чтобы 
определитель det А матрицы А был отличен от нуля. 

Д о  к а з а  т е л  ь с т  в о. 1 )  Н е  о б х о д  и м о с т  ь. Если для матрицы А 
существует хотя бы одна из обратных матриц ,  например В ,  то из 
соотношения А · В = Е мы получим ,  что det А · det В = det Е = 1 2), 
откуда вытекает, что det А -:/:- О. 

2) Д о  с т  а т  о ч н о  с т  ь .  Пусть определитель д = det А отличен от 
нуля .  Обозначим ,  как и выше, символом Ai; алгебраические допол­
нения элементов ai; матрицы А и составим матрицу В, в i-й строке 
которой стоят алгебраические дополнения i-го столбца матрицы А ,  
поделенные н а  величину определителя д: 

А 1 1  А2 1 An 1  
л л л 

А 1 2 А22 An2 (l.41) В = л л л 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
A 1n A2n Ann -

л л л 
Убедимся в том , что эта матрица В является как правой, так 

и левой обратной по отношению к матрице А .  
Достаточно доказать, что оба произведения АВ и ВА являются 

единичной матрицей .  Для этого достаточно заметить, что у обоих 
произведений любой элемент , не лежащий на главной диагонали, 
равен нулю, ибо после выноса множителя 1 / д этот элемент равен 
сумме произведений элементов одной строки (или одного столбца) 
на соответствующие алгебра ические дополнения другой строки (или 
другого столбца) .  Что же касается элементов, лежащих на главной 
диагонали ,  то у обоих произведений АВ и ВА все такие элемен­
ты равны единице в силу того, что сумма произведений элементов 

1 ) И, стало быть, эти матрицы совпадают. 
2) det Е = 1 в силу примера 2 из п . 5 этого параграфа. 
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и соответствующих алгебраических дополнений  одной строки (одного 
столбца) равна определителю .  Теорема доказана .  

3 а м е ч  а н  и е l .  Квадратную матрицу А ,  определитель det А кото­
рой отличен от нуля ,  принято называть невырожденной. 

3 а м е ч  а н  и е 2 .  Впредь мы можем опускать термины «лева я»  
и «правая» и говорить просто о матрице В,  обратной по отношению 
к невырожденной матрице А и определяемой соотношениями А В = 
= ВА = Е. Очевидно также, что свойство быть обратной матрицей 
взаимно в том смысле, что если В является обратной для А, то А 
является обратной для В .  Матрицу, обратную к матрице А ,  впредь мы 
будем обозначать символом л- 1• 

§ 3 . Теорема о базисном миноре матрицы 
1 .  Понятие линейной зависимости строк. Выше мы уже догово­

рились называть строку 1 ) А = { а 1 , а2 , • . •  , an ) линейной комбинацией 
строк В = (Ь 1 , Ь2 • . . . , Ьn } , " " С =  (с 1 , с2 , . . .  , cn } . если для некоторых 
вещественных чисел Л ,  . . .  , µ справедливы равенства 

aj = ЛЬj + . . .  + µcj (j = l ,  2 ,  . . . , п} . ( l  .42) 

Указанные п равенств ( l  .42) удобно записать в виде одного равенства 

А = ЛВ + " . + µС. ( l  .43) 

Всякий раз, когда будет встречаться равенство ( l  .43) , мы будем 
понимать его в смысле п равенств ( l  .42) . 

Введем теперь понятие линейной зависимости строк. 
Определение. Строки А =  (а 1 , az , ". ,  an } , В = (Ь 1 , Ь2 . . . .  , Ьn ) • . .  · . 

. . . , С =  {с 1 , cz , . . .  , сп }  назовем линейно зависимыми, если найдутся 
такие числа а, {3, . . .  , "'f , не все равные нулю,  что справедливы равен-
ства 

aaj + {ЗЬj + . " + "'( Cj = О (j = l ,  2" " ,  п) . ( 1 .44) 

Указанные п равенств ( l  .44) удобно записать в виде одного равенства 

аА + {ЗВ +  . . .  + "'fС = О, ( l  .45) 

в котором О = (О, О, . . .  , О) обозначает нулевую строку. 
Строки, не являющиеся линейно зависимыми ,  называются линейно 

независимыми. Можно дать и «самостоятельное» определение линей­
ной независимости строк : строки А, В, . . .  , С называются линейно 
независимыми, если равенство ( 1 .45) возможно лишь в случае, когда 
все числа а ,  {3 ,  . . .  , "У равны нулю. 

Докажем следующее простое , но важное утверждение. 

1 ) Каждую строку можно рассматривать как матрицу. Поэтому естественно 
испол ьзовать для обозначения строк большие латинские буквы.  
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Теорема 1 .5. Для того чтобы строки А,  В , . . .  , С были линейно 
зависимы, необходимо и достаточно, чтобы одна из этих строк 
являлась линейной комбинацией остальных строк. 

Д о  к а з а  т е л  ь с т  в о .  1 )  Н е  о б х о д  и м о с т  ь. Пусть строки 
А, В, . . .  , С линейно зависимы ,  т. е .  справедливо равенство ( 1 .45) , 
в котором хотя бы одно из чисел а , {3 , . . .  , 'У отлично от нуля. 
Ради определенности допустим ,  что а =f. О. Тогда , поделив  ( 1 .45) 
на а и введя обозначения Л = -{3 /а, . . .  , µ = -1 /а , мы можем 
переписать ( 1 .45) в виде 

А =  Л В  + . . .  + µС, ( 1 .46) 

а это и означает, что строка А является линейной комбинацией 
строк В, . . .  , С. 

2) Д о  с т  а т  о ч н о  с т  ь .  Пусть одна из строк (например, А)  я вляется 
линейной комбинацией остальных строк. Тогда найдутся числа Л, . . .  , µ 
такие, что справедливо равенство ( 1 .46) . Но это последнее равенство 
можно переписать в виде 1 ) 

(- l )А + лв +  . . .  + µС = О . 

Так как из чисел - 1 ,  Л ,  . . . , µ одно отлично от нуля ,  то последнее 
равенство устанавливает линейную зависимость строк А, В , . . .  , С. 
Теорема доказана .  

Конечно, во всех проведенных выше рассуждениях термин  «строки•  
можно заменить термином «столбцы» . 

2. Теорема о базисном миноре. Рассмотрим произвольную (не 
обязательно квадратную) матрицу 

А = ( 1 .47) 
am 1 am2 . . •  amn 

Минором k -го порядка матрицы А будем называть определитель 
k-го порядка с элементами ,  лежащими на пересечении  любых k строк 
и любых k столбцов матрицы А. (Конечно, k не превосходит наимень­
шее из чисел т и п. ) 

Предположим ,  что хотя бы один из элементов ai; матрицы А 
отличен от нуля .  Тогда найдется такое целое положительное число r ,  
что будут выполнены следующие два условия :  1 )  у матрицы А имеется 
минор r-го порядка , отличный от нуля ,  2) всякий минор (r + 1 ) -го 
и более высокого порядка (если таковые существуют) равен нулю. 

Число r, удовлетворяющее требованиям 1 )  и 2) ,  назовем рангом 
матрицы А 2) . Тот минор r-го порядка , который  отличен от нуля ,  назо­
вем базисным минором (конечно, у матрицы А может быть несколько 

1 ) Здесь О = (О, О, . . .  , О) - нулевая строка .  
2) Ранг  матрицы А, все элементы которой - нули ,  по определению равен 

нулю.  
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миноров r-го порядка , отличных от нуля) .  Строки и столбцы , на 
пересечении которых стоит базисный минор, назовем соответственно 
базисными строками и базисными столбцами. 

Докажем следующую основную теорему. 
Теорема 1 .6 (теорема о базисном миноре} . Базисные строки (ба­

зисные столбцы) линейно независимы. Любая строка (любой стол­
бец) матрицы А является линейной комбинацией базисных строк 
(базисных столбцов) . 

Д о  к а з  а т  е л  ь с т  в о. Все рассуждения проведем для строк. 
Если бы базисные строки были линейно зависимы ,  то по теореме 1 .5 

одна из этих строк я влялась бы линейной комбинацией других базис­
ных строк , и мы могли  бы, не изменяя величины базисного минора , 
вычесть из этой строки указанную линейную комбинацию и получить 
строку, целиком состоящую из нулей ,  а это противоречило бы тому, 
что базисный минор отличен от нуля . Итак ,  базисные строки линейно 
независимы .  

Докажем теперь , что любая строка матрицы А является .линейной 
комбинацией базисных строк . Так как при произвольных переменах 
строк (или столбцов) определитель сохраняет свойство равенства нулю, 
то мы ,  не ограничивая общности ,  можем считать ,  что базисный минор 
находится в левом верхнем углу матрицы ( 1 .47) , т. е. расположен на 
первых r строках и первых r столбцах. Пусть j - любое число от l 
до n, а k - любое число от l до m . 

Убедимся в том, что определитель (r + 1 ) - го порядка 

а 1 1  а 1 2 . . . a 1 r а 1 ; 
а2 1  а22 . . . a2r а2; 

ar 1 ar2 . . . arr arj 
ak l ak2 " . akr ak; 

( 1 .48) 

равен нулю .  Если j � r или k � r,  то указанный определитель будет 
равен нулю в силу того, что у него будет два одинаковых столбца или 
две одинаковые строки .  

Если же оба числа j и k превосходят r ,  то ( 1 .48) я вляется ми­
нором матрицы А порядка (r  + 1 ) , а всякlfй такой минор равен нулю 
(по определению базисного минора ) .  Итак ,  определитель ( 1 .48) равен 
нулю при всех j от l до n и всех k от 1 до m .  

Но тогда , разложив  этот определитель по  последнему столбцу 
и обозначив  не зависящие от номера j алгебраические дополнения 
элементов этого столбца символами А l j = с 1 , A2j = с2 , . " , A rj = cr . 
Akj = Cr+ l •  М Ы  ПОЛУЧ ИМ , ЧТО 

(для  всех j = 1 ,  2, " . , n}. Учитывая ,  что в последних равенствах ал­
гебраическое дополнение cr+ t  = Akj совпадает с заведомо отличным от 
нуля базисным минором,  мы можем поделить каждое из этих равенств 
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на Cr+ 1 • Но тогда , вводя обозначения 
C J >. 1 = - - , Cr+ I 

>. = � r ' Cr+ I 

4 1  

мы получим ,  что akj = >. 1 a 1j + Л2а2j + . . .  + Лrarj (для всех j = 
= 1 ,  2, . . .  , n) , а это и означает, что k-я строка является линейной 
комбинацией первых r (базисных) строк . Теорема доказана . 

3. Необходимое и достаточное условие равенства нулю опреде­

лителя. 
Теорема 1 .  7. Для того чтобы определитель п-го порядка д был 

равен нулю, необходимо и достаточно, чтобы его строки (столбцы) 
были линейно зависимы. 

Д о  к а з а  т е л  ь с т  в о .  1) Н е  о б х о д  и м о с т  ь .  Если определитель 
n-го порядка д равен нулю, то базисный  минор его матрицы имеет 
порядок r, заведомо меньший n . Но тогда хотя бы одна из строк 
является не базисной . По теореме 1 .6 эта строка я вляется линейной 
комбинацией базисных строк. В эту линейную комбинацию мы можем 
включить и все оставшиеся строки ,  поставив перед ними нули .  

Итак, одна строка является линейной комбинацией остальных. 
Но тогда по теореме 1 .5 строки определителя линейно зависимы .  

2) До ст  а т  о ч н о  ст  ь .  Если строки д линейно зависимы,  то  по 
теореме 1 .5 одна строка А; является линейной комбинацией остальных 
строк. Вычитая из строки А; указанную линейную комбинацию, мы, 
не изменив величины д, получим одну строку, целиком сост·оящую из 
нулей . Но тогда определитель д равен нулю (в силу следствия 3 из 
п. 4 § 2) . Теорема доказана .  
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ЛИНЕЙНЫЕ ПРОСТРАНСТВА 

Из курса аналитической геометрии читатель знаком с операцией 
сложения свободных векторов и с операцией умножения вектора на ве­
щественное ч исло, а также со свойствами  этих операций .  В настоящей 
главе изучаются множества объектов любой природы, для элементов 
которых каким-либо способом (причем, безразлично каким) опреде­
лены операция сложения элементов и операция умножения элемента 
на вещественное число , причем указанные операции обладают теми 
же свойствами ,  что и соответствующие операции над геометрическими 
векторами .  Такие множества , называемые линейными пространства­
ми, обладают целым рядом общих свойств, которые и будут установ­
лены в настоящей главе. 

§ 1 . Понятие линейного пространства 
1 .  Определение линейного пространства. Множество R элемен­

тов х, у, z ,  . . . любой природы называется линейным (или аффинным) 
пространством,  если выполнены следующие три требования .  

I .  Имеется правило, посредством которого любым двум элементам 
х и у м ножества R ставится в соответствие третий элемент z этого 
множества , называемый суммой элементов х и у и обозначаемый 
символом z = х + у. 

11 . Имеется правило, посредством которого любому элементу х мно­
жества R и любому вещественному числу Л ставится в соответствие 
элемент u этого множества , называемый произведением элемента х 
на число Л и обозначаемый символом u = Лх или u = хЛ. 

Ш.  Указанные два правила подчинены следующим восьми аксио-
мам :  

1 °  х + у  = у + х (переместительное свойство суммы) ; 
2° (х + у) + z = х + (у + z) (сочетательное свойство суммы) ;  
3° существует нулевой элемент О такой, что х + О  = х для любого 

элемента х (особая роль нулевого элемента) ; 
4° для каждого элемента х существует противоположный эле­

мент х' такой , что х + х' = О; 
5° 1 · х = х для любого элемента х (особая роль числового мно­

жителя 1 ) ;  
6 °  Л (µх) = (Лµ)х (сочетательное относительно числового множи­

теля свойство) ; 
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7° (Л + µ)х = Лх + µх (распределительное относительно суммы  
числовых множителей свойство) ; 

8° Л(х + у) = Лх + Лу (распределительное относительно суммы  
элементов свойство) . 

Подчеркнем , что при введении понятия линейного пространства мы 
абстрагируемся не  только от  природы изучаемых объектов,  но  и от 
конкретного вида правил образования суммы элементов и произведения 
элемента на число (важно лишь, чтобы эти правила удовлетворяли 
восьми аксиомам,  сформулированным в данном выше определении) . 

Если же природа изучаемых объектов и вид правил образования 
суммы элементов и произведения элемента на число указаны  1 ) , то мы 
будем называть линейное пространство конкретным. 

Приведем примеры конкретных линейных пространств. 
П р и м  е р  l .  Рассмотрим множество всех свободных векторов 

в трехмерном пространстве. Операции сложения указанных векторов 
и умножения этих векторов на числа определим так, как это было 
сделано в аналитической геометрии (сложение векторов определим по 
правилу «параллелограмма» ;  при умножении  вектора на вещественное 
число Л длина этого вектора умножается на I Л I , а направление при 
Л > О  остается неизменным,  а при Л < О  - изменяется на противопо­
ложное) . 

Элементарно проверяется справедливость всех аксиом 1 ° -8° (спра­
ведливость всех аксиом , за исключением аксиомы 5°, установлена 
в курсе аналитической геометрии 2) , справедливость аксиомы 5° не 
вызывает сомнений ) .  

Таким образом , множество всех свободных векторов в пространстве 
с так определенными операциями сложения векторов и умножения их 
на числа представляет собой линейное пространство, которое мы будем 
обозначать символом Вз . 

Аналогичные множества векторов на плоскости и на прямой, также 
являющиеся линейными пространствами ,  мы будем обозначать соот­
ветственно символами  В2 и В1 . 

П р  и м е р  2. Рассмотрим множество { х }  всех п о л  о ж и т е л ь  н ы х 
вещественных чисел . Определим сумму двух элементов х и у этого 
множества как произведение вещественных чисел х и у (понимаемое 
в обычном в теории вещественных чисел смысле) . Произведение эле­
мента х множества { х} на вещественное число Л определим как воз­
ведение положительного вещественного ч исла х в степень Л. Нулевым 
элементом множества { х} будет являться вещественное число l ,  а про­
тивоположным (для данного элемента х) элементом будет я вляться 
вещественное число l / х . 

1 ) Разумеется ,  эти правила должны быть указаны так, чтобы были спра­
ведливы свойства 1 °  -8°, перечисленные в данном выше определении  в виде 
аксиом . 

2) См. выпуск •Аналитическая геометрия • .  гл . 2 , § 1 ,  п .  2 .  
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Легко убедиться в справедливости всех аксиом 1 °  -В0• В самом 
деле, справедливость аксиом 1° и 2° вытекает из переместаительного 
и сочетательного свойств произведения вещественных чисел ; справед­
ливость аксиом 3° и 4° вытекает из элементарных равенств х · 1 = х , 
х · 1 / х = 1 (для любого вещественного х > О) ; аксиома 5° эквива­
лентна равенству х 1 = х ; аксиомы 6° и 7° справедливы в силу того , 
что для любого х > О и любых вещественных Л и µ имеют место 
соотношения (хµ ) >. = х>.µ , х <>.+µ) = х>- · хµ ; наконец , справедливость 
аксиомы В0 следует из того , что для любых положительных х и у и для 
любого вещественного Л имеет место равенство (ху) >.  = х>-у>. . Итак, 
мы  убедились,  что множество { х } с так определенными операциями 
сложения элементов и умножения их на числа является линейным 
пространством . 

П р  и м  е р  3. Важный  пример линейного пространства дает мно­
жество An, элементами  которого служат упорядоченные совокупно­
сти n произвольных вещественных чисел (х 1 , х2, . . . , xn ) · Элементы 
этого множества мы будем обозначать одним символом х, т. е .  будем 
писать х = (х 1 , х2, • • •  , xn ) . и при этом называть вещественные чис­
ла х 1 , х2, . . . , Xn координатами элемента х.  

В анализе м ножество An обычно называют n-мерным координат­
ным пространством 1 ) . В алгебраической трактовке множество дn 
можно рассматривать как совокупность всевозможных строк, каждая 
из которых содержит n вещественных чисел (что мы  уже и делали 
в §  3 гл . 1 ) .  

Операции сложения элементов множества An и умножения этих 
элементов на вещественные числа определим правилами :  

(х 1 , Х2, · · · , Xn ) + (у 1 , У2 · · · · , Yn ) = (х 1 + У\ , Х2 + У2 · · · · , Xn + Yn) ,  
Л (х 1 , х2 • . . .  , Xn ) = (Лх 1 , Лх2, . . .  , Лхn ) .  

Предоставляем читателю элементарную проверку справедливости 
всех аксиом 1 ° -В0 и того факта , что нулевым элементом рассматривае­
мого множества я вляется элемент О =  (О, О, . . .  , О) , а противоположным 
для элемента (х 1 , х2, . . .  , Xn ) я вляется элемент (-х 1 , -х2, . . .  , -xn) · 

П р  и м  е р  4 .  Рассмотрим далее множество С [а , Ь] всех функций 
х = x(t) ,  определенных и непрерывных на сегменте а � t � Ь. Опе­
рации сложения таких функций и умножения их на вещественные 
числа определим обычными правилами  математического анализа . Эле­
ментарно проверяется справедливость аксиом 1 ° -В0 2) , позволяющая 
заключить,  что множество С[а , Ь] является линейным пространством. 

П р  и м  е р  5. Следующим примером линейного пространства может 
служить множество { Pn (t ) } всех алгебраических многочленов степени ,  
не превышающей натурального числа n ,  с операциями ,  определенными 
так же, как в предыдущем примере. Заметим,  что множество { Pn (t) } ,  

' ) См .  выпуск •Основы математического анализа• ,  часть I ,  гл . 1 4 ,  § 1 ,  п . 4 . 
2) В частности, нулевым элементом пространства С [а, Ь] является функция ,  

тождественно равная нулю н а  сегменте а � t � Ь. 
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если его рассматривать на сегменте а � t � Ь, является подмноже­
ством линейного пространства С [а , Ь] , рассмотренного в примере 4. 

3 а м е ч  а н  и е l . Для разъяснения изучаемого понятия линейного 
пространства укажем примеры множеств, по той или иной причине не 
являющихся линейными пространствами :  

а) множество всех векторов пространства с исключением векторов ,  
коллинеарных некоторой прямой l (ибо в пределах этого множества 
нельзя складывать векторы , симметричные относительно указанной 
прямой l ) ; 

б) множество всех многочленов степени ,  точно равной натурально­
му числу n (сумма двух таких многочленов может оказаться многочле­
ном степени ниже n) ;  

в) множество всех многочленов степени ,  не превышающей на­
турального n, все коэффициенты которых положительны (элементы 
такого множества нельзя умножить на отрицательные вещественные 
числа) .  

3 а м е ч  а н  и е 2. Отметим ,  что элементы произвольного линейного 
пространства принято называть векторами. То обстоятельство, что ча­
сто термин «вектор» употребляется в более узком смысле, при этом не 
приводит к недоразумениям ,  а ,  напротив, взывая к сложившимся гео­
метрическим представлениям ,  позволяет уяснить, а зачастую и предви­
деть ряд результатов, справедливых для линейных пространств произ­
вольной природы. 

3 а м е ч  а н  и е 3 .  В сформулированном нами определении  линейно­
го пространства числа ,\ ,  µ ,  . . . брались из множества вещественных 
чисел . Поэтому определенное нами пространство естественно назвать 
вещественным линейным пространством. При более широком под­
ходе можно брать ,\, µ, . . .  из множества комплексных чисел . При этом 
мы придем к понятию комплексного линейного пространства . 

2. Некоторые свойства произвольных линейных пространств. 

Из аксиом l 0-8° в качестве логических следствий можно получить ряд 
утверждений ,  справедливых для произвольных линейных пространств. 
В качестве примера установим два утверждения .  

Теорема 2. 1 .  В произвольном линейном пространстве существу­
ет единственный нулевой элемент и для каждого элемента х суще­
ствует единственный противоположный элемент. 

Д о  к а з  а т  е л ь с т  в о .  Существование хотя бы одного нулевого эле­
мента утверждается в аксиоме 3°. Предположим ,  что существуют два 
нулевых элемента 01 и 02 . Тогда , полагая в аксиоме 3° сначала х = 01 , 
О =  02 , а затем х = 02 , О =  01 , мы получим  два равенства 01 + 02 = 01 , 
02 + 01 = 02 , левые части которых (в силу аксиомы l 0 )  равны .  Стало 
быть, в силу транзитивности знака «=» равны и правые части двух 
последних равенств, т. е .  01 = 02 , и единственность нулевого элемента 
установлена .  

Существование для каждого элемента х хотя бы одного противо­
положного элемента у утверждается в аксиоме 4°. Предположим,  что 
для некоторого элемента х существует два противоположных элемента 
У 1 и yz , так что х + У 1 = О и х + У2 = О. Но тогда , в силу аксиом 
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3°, 2° И 1 °, Y I = Y I + 0 = Y I + (х + У2 ) = (у1 + х) + У2 = 0 + У2 = 
= У2 + О = У2 . т. е .  У 1 = у2 , и единственность для каждого элемента х 
противоположного элемента доказана . Теорема доказана .  

Теорема 2.2 .  В произвольном линейном пространстве 
1 )  нулевой элемент О равен произведению произвольного элемен­

та х на вещественное число О; 
2) для каждого элемента х противоположный элемент равен 

произведению этого элемента х на вещественное число - 1 .  
Д о к а з а т е л ь с т в о . 1 )  Пусть х - произвольный элемент, а у -

ему противоположный .  Последовательно применяя аксиомы 3°, 4°, 2°, 
5°, 1 °, 7° и снова 5° и 4°, будем иметь х · О = х · О + О = х · О + 
+ (х + у) = (х · О + х) + у = (х · О + х · 1 )  + у = х(О + 1 )  + у =  х · 1 + 
+ у  = х + у = О, т. е. х · О = О .  

2) Пусть х - произвольный элемент, у = (- 1 )  · х. Используя 
аксиомы 5°, 7°, 1 °  и уже доказанное равенство х · О = О, получим 
равенство х + у = х + ( - 1 )х = 1 · х + (- 1 )х = [ 1  + (- 1 ) ]х = О · х = 
= х · О = О, которое и доказывает (в  силу аксиомы 4° ) ,  что у - элемент 
противоположный х.  Теорема доказана .  

Отметим в заключение, что аксиомы 1 ° -4° позволяют доказать 
существование и единственность р а з н о  с т  и любых двух элементов 
линейного пространства х и у, которая определяется как элемент z. 
удовлетворяющий условию z + у = х 1) . (Таковым элементом служит 
сумма z = х + (- l )у . )  

§ 2 . Базис и размерность линейного пространства 
1 .  Понятие линейной зависимости элементов линейного про­

странства. В курсе аналитической геометрии 2) было введено понятие 
линейной зависимости векторов, а в п. 1 § 3 предыдущей главы -
понятие линейной зависимости строк (или ,  что то же самое, элементов 
пространства An, рассмотренного в примере 3 из п. 1 § 1 настоящей 
главы) . 

Обобщением этих понятий является понятие линейной зависимости 
элементов совершенно произвольного линейного пространства , к вы­
яснен ию которого мы и переходим .  Рассмотрим произвольное веще­
ственное линейное пространство R с элементами х, у, . . .  , z ,  . . .  

Линейной комбинацией элементов х, у, " . , z пространства R мы  
будем называть сумму произведений этих элементов н а  произвольные 
вещественные числа , т. е .  выражение вида 

ах + {Зу + " . + ')'Z, (2 . 1 )  

где а ,  {3 ,  . . .  , 1' - какие угодно вещественные ч исла . 

1 ) Достаточно дословно повторить доказательство, данное в теории веще­
ственных ч исел (см.  выпуск «Основы математического анализа• ,  часть 1, гл . 2, 
§ 2 , п .  3) .  

2) С м .  выпуск «Аналитическая геометрия • ,  гл . 2 , § 1 ,  п .  3 .  
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Определение 1 .  Элементы х ,  у, . . . , z пространства R называют­
ся линейно зависимыми, если на йдутся такие вещественные ч исла 
а, (J, . . .  , /, ИЗ КОТОРЫХ ХОТЯ бы ОДНО ОТЛИЧНО ОТ НУЛЯ ,  ЧТО ЛИНеЙНаЯ 
комбинация элементов х ,  у, . . . , z с указанными числам и  является ну­
левым элементом пространства R, т. е .  имеет место равенство 

ах + ,Ву + . . .  + /Z = О . (2 .2) 

Элементы х, у ,  . . .  , z , не являющиеся линейно зависимыми ,  мы  
будем называть линейно независимыми. 

Дадим другое определение линейно независимых векторов, постро­
енное на логическом отрицании содержания определения  1. 

Определение 2.  Элементы х ,  у, . . . , z пространства R называются 
линейно независимыми, если линейная комбинация (2 .1) является 
нулевым элементом пространства R лишь при условии а = .В = . . .  
. . .  = 1 = 0 . 

Теорема 2.3. Для того чтобы элементы х, у ,  . . .  , z простран­
ства R были линейно зависимы, необходимо и достаточно, чтобы 
один из этих элементов являлся линейной комбинацией остальных 
элементов. 

Д о  к а з  а т  е л ь  с т  в о .  1 )  Н е  о б х о д  и м о с т  ь . Пусть элементы 
х ,  у, . . .  , z линейно зависимы,  т. е .  справедливо равенство (2 .2) , 
в котором хотя бы одно из чисел а ,  ,В ,  . . . , 1 отлично от нуля .  Пусть ,  
ради определенности ,  а -1- О. Тогда , поделив  (2 .2) на а и введя 
обозначения Л = _ !!._ ,  . . .  , µ = - 1 ,  мы можем переписать (2 .2) в виде 

а а 
х = Лу + . . .  + µz , (2 .3) 

а это и означает, что элемент х является линейной комбинацией 
элементов у,  . . .  , z . 

2) Д о  с т  а т  о ч н о  с т  ь. Пусть один из элементов ( например, х) 
является линейной комбинацией остальных элементов . Тогда найдутся 
числа Л, . . .  , µ такие, что справедливо равенство (2 .3) . Но это послед­
нее равенство можно переписать в виде 

( - 1 )х + Лу + . . .  + µz = О. (2 .4) 

Так как из чисел (- ! ) ,  Л , . . .  , µ одно отлично от нуля ,  то равен­
ство (2 .4) устанавливает линейную зависимость элементов х, у ,  . . .  , z .  
Теорема доказана . 

Справедливы два элементарных утверждения . 
1 .  Если среди элементов х, у, . . .  , z имеется нулевой элемент, 

то эти элементы линейно зависимы. В самом деле ,  если ,  например, 
х = О , то равенство (2 .2) справедливо при а =  1, [3 = . . .  = / = О. 

2. Если часть элементов х, у, . . .  , z являются линейно зави­
симыми, то и все эти элементы являются линейно зависимыми. 
В самом деле, если ,  например, элементы у ,  . . .  , z линейно зависимы ,  
то  справедливо равенство ,Ву + . . . + 1z = О , в котором не  все числа 
.В • . . .  , 1 равны нулю. Но тогда с теми же числами  ,В, . . . , / и с а: = О 
будет справедливо равенство (2 .2) . 



48 ЛИНЕЙНЫЕ ПРОСТРАНСТВА [ гл . 2 

В заключение рассмотрим вопрос о линейной зависимости элемен­
тов пространства дn, введенного в примере 3 п. 1 § 1 .  

Докажем,  что п элементов указанного пространства 

е 1 = ( 1 ,  О, О, . . .  , О) , 
е2 = (О, 1 ,  О, . . .  , О) , 
ез = (О, О, 1 ,  . . .  , О) , (2 .5) 

en = (О, О ,  О, . . .  , 1 ) 

я вляются линейно независимыми ,  а совокупность п элементов (2 .5) 
и еще одного п р о и з в о л ь н о г о  элемента x = (x 1 , x2 , . . .  , xn ) про­
странства дn уже образует линейно зависимую систему элементов . 

Рассмотрим линейную комбинацию элементов (2 .5) с какими-либо 
числами а 1 , а2 , а3 , . . .  , an . В силу аксиом эта линейная комбинация 
представляет собой элемент 

а 1 е 1 + а2е2 + . . .  + anen = (а 1 , а2 , . . .  , an ) . 

который  является нулевым лишь при условии а 1 = а2 = . . .  = an = О. 
Но это и означает линейную независимость элементов (2 .5) . 

Докажем теперь, что система,  состоящая из п элементов (2 .5) 
и еще одного п р о и з в о л ь н о г о  элемента x = (x 1 , x2 , . . .  , xn) про­
странства дn, уже я вляется линейно зависимой. В силу теоремы 2 .3  
достаточно доказать , что элемент х = (х 1 , х2 , . . .  , xn ) представляет 
собой линейную комбинацию элементов (2 .5) ,  а это очевидно, ибо 
в силу аксиом 

х = (х 1 , х2 , . . .  , Xn ) = х 1 е 1 + х2е2 + . . . + Xnen . 

2. Баэис и координаты. Рассмотрим произвольное вещественное 
линейное пространство R. 

Определение. Совокупность линейно независимых элементов 
е 1 , е2 , . . . , en пространства R называется базисом этого пространства , 
если для каждого элемента х пространства R найдутся вещественные 
ч исла х 1 , х2 , . . . , Xn такие, что справедливо равенство 

(2 .6) 

При этом равенство (2 .6) называется разложением элемента х по ба­
зису е 1 , е2 , . . . , en . а числа х 1 , х2 , . . .  , Xn называются координатами 
элемента х (относительно базиса е 1 , ez , . . .  , en ) .  

Докажем , что каждый элемент х линейного пространства R 
может быть разложен по базису е 1 , ez , . . .  , en единственным спо­
собом, т. е .  координаты каждого элемента х относительно базиса 
е 1 , е2 ,  . . .  , en определяются о д н о з н а ч н о . 

Допустим ,  что для некоторого элемента х наряду с разложением 
(2 .6) справедливо еще и другое разложение по тому же самому базису 

(2 .7) 
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Почленное вычитание равенств (2 .6) и (2 .7) приводит нас к соотно­
шению 1 ) 

В силу линейной независимости базисных элементов е 1 , е2 , . . .  , en , 
соотношение (2 .8) приводит к равенствам х 1 - xl = О, х2 - х2 = О , . . .  
. . . , Xn - х� = О или х 1 = xl ,  х2 = х2 ,  . . .  , Xn = х� . Единственность 
разложения по базису доказана .  Значение базиса заключается также 
и в том , что операции сложения элементов и умножения их на числа 
при задании базиса превращаются в соответствующие операции над 
числами - координатами этих элементов. Именно справедливо следу­
ющее утверждение. 

Теорема 2.4. При сложении двух любых элементов линейного 
пространства R их координаты (относительно любого базиса про­
странства R) складываются ; при умножении произвольного элемен­
та на любое число Л все координаты этого элемента умножаются 
на Л . 

Д о  к а з  а т е л  ь с т  в о. Пусть е 1 , е2 , . . . , en - произвольный базис 
пространства R, х = х 1 е 1 + х2е2 + . . .  + Xnen и у = у 1 е 1 + у2е2 + . . .  
. . . + Ynen - любые два элемента этого пространства. 

Тогда в силу аксиом l 0 -8° 

Х + У = {х 1 + У 1 )е 1 + (х2 + У2 )е2 + . . . + (xn + Yn)en . 

Лх = (Лх 1 )е 1 + (Лх2 )е2 + . . . + (Лxn)en . 

В силу единственности разложения по базису теорема доказана . 
Приведем примеры базисов конкретных линейных пространств . 
Из аналитической геометрии известно , что любые три некомпланар­

ных вектора образуют базис в линейном пространстве В3 всех свобод­
ных векторов (это пространство рассмотрено в примере l п. 1 § 1 ) .  

Заметим далее, что совокупность n элементов (2 .5) , рассмотренных 
в конце п .  1 ,  образует базис в линейном пространстве An, введенном 
в примере 3 п .  l § 1 .  

В самом деле, в конце предыдущего пункта доказано, что элементы 
(2 .5) линейно независимы и что любой элемент х = {х 1 , х2 , . . .  , Xn ) 
пространства An представляет собой некоторую линейную комбинацию 
элементов (2 .5) . 

Убедимся , наконец , что базис линейного пространства {х }, вве­
денного в примере 2 п. l § 1 ,  состоит из одного элемента , в качестве 
которого можно взять любой н е н у л е в о й  элемент этого простран­
ства (т .  е .  любое положительное вещественное ч исло х0, не равное 1 ) .  
Достаточно доказать, что для любого положительного вещественного 

1 ) Возможность почленноrо вычитания равенств (2.6) и (2.7) и производи­
мой группировки членов вытекает из аксиом 1 °  -8°. 
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числа х найдется вещественное ч исло Л такое , что х = xS 1 ) . Но это 
очевидно: достаточно взять Л = Iog,"0 х . 

3. Размерность линейного пространства. Как и выше, будем 
рассматривать произвольное вещественное линейное пространство R.  

Определение 1 .  Линейное пространство R называется n-мерным, 
если в нем существует п линейно независимых элементов, а любые ( п + 1 )  элементов уже являются линейно зависимыми .  При этом число 
п называется размерностью пространства R. 

Размерность пространства R обычно обозначают символом dim R. 
Определение 2. Линейное пространство R называется бесконеч­

номерным, если в нем существует любое число линейно независимых 
элементов 2) . 

В настоящей книге мы  будем изучать, в основном , пространства 
конечной размерности п. Бесконечномерные пространства составляют 
предмет специального изучения .  (Они изучаются в гл . 10 и 1 1  выпуска 
«Основы математического анализа » ,  часть П . )  

Выясним связь между понятием размерности пространства и вве­
денным в предыдущем пункте понятием базиса. 

Теорема 2.5. Если R - линейное пространство размерности п ,  
то любые п линейно независимых элементов этого пространства 
образуют его базис. 

Д о  к а з  а т  е л ь  с т  в о .  Пусть е 1 , е2 , • • •  , en - любая система п ли­
нейно независимых элементов пространства R (существование хотя бы 
одной такой системы вытекает из определения 1 ) .  

Если х - л ю б  о й  элемент R,  то, согласно определению 1 ,  система (п + 1 )  элементов х, е 1 , е2 , . . . , en линейно зависима ,  т. е .  найдутся 
не все равные нулю числа ао , а 1 , а2 , . . .  , an такие, что справедливо 
равенство 

(2.9) 

Заметим ,  что ч исло а0 заведомо отлично от нуля (ибо в противном 
случае из равенства (2 .9) вытекала бы линейная зависимость элементов 
е 1 , е2 , . . . , en ) . Но тогда , поделив  равенство (2 .9) на ао и положив 

а 1 а2 a n  (2 9) x i = - - , х2 = - - , . . .  , Xn = - - , М Ы получим ИЗ . ао ао ао 
(2 . 1 0) 

Так как х - произвольный элемент R, то равенство (2 . 1 0) доказывает, 
что система элементов е 1 , е2 , . . .  , en является базисом пространства R.  
Теорема доказана . 

Теорема 2.6. Если линейное пространство R имеет базис, сос­
тоящий из п элементов, то размерность R равна п . 

1 ) Напомним ,  что произведение элемента хо на число Л определяется как 
число х� . 

2) Для обозначения того, что пространство R является бесконечномерным ,  
используют следующую символику: d i m  R = оо .  
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Д о  к а з  а т  е л ь с т  в о .  Пусть система n элементов е 1 , е2 , • • •  , en яв­
ляется базисом пространства R. Достаточно доказать, что л ю б ы е  
(n + 1� элементов этого пространства х1 , х2 , • . • , Xn+ t л инейно зави­
симы ) . Разложив каждый из этих элементов по базису, будем иметь 

X t = а 1 1 е 1 + а 1 2е2 + . . .  + a i nen , 
Х2 = а2 1 е 1 + а22е2 + . . . + a2nen . 

Xn+ I = a{n+ l ) l e l + a(n+ t )2e2 + · · · + a(n+ l )nen , 
где а 1 1 .  а 1 2  • • . .  , a(n+ l )n - некоторые вещественные ч исла. 

Очевидно, линейная зависимость элементов х1 , х2 , • • •  , Xn+ t экви­
валентна линейной зависимости строк матрицы 

А = 
Щn+ l ) I  Щn+ 1 )2 · · · Щn+ l )n 

Но строки указанной матрицы заведомо линейно зависимы,  ибо поря­
док базисного минора этой матрицы (содержащей (n + 1 )  строк и n 
столбцов) не превосходит n ,  и хотя бы одна из (n + 1 )  ее строк не 
является базисной и по теореме о базисном миноре 2) представляет со­
бой линейную комбинацию базисных (а стало быть, и всех остальных) 
строк . Теорема доказана . 

Обращаясь к примерам ,  рассмотренным в конце предыдущего пунк­
та , мы теперь можем сказать, что размерность пространства 83 всех 
свободных векторов равна трем ,  размерность пространства An равна n, 
а размерность пространства { х} равна единице .  

Примером бесконечномерного пространства может служить ли­
нейное пространство С [а, Ь]  всех функций х = x (t ) ,  определенных 
и непрерывных на сегменте а �  t � Ь (см .  пример 4 из п . 1 § 1 ) . 

В самом деле, для любого номера n система (n + 1 ) элементов этого 
пространства 1 ,  t , t2 , • • • , tn является линейно независимой ( ибо в про­
тивном случае некоторый многочлен Со + С1 t + C2t2 + . . .  + Cntn , не 
все коэффициенты С0, С1 , . . .  , Сп которого равны нулю,  оказался бы 
тождественно равным нулю на сегменте а � t � Ь) . 

4. Понятие изоморфизма линейных пространств. В этом пункте 
мы покажем, что различные линейные пространства одной и той же 
размерности n в смысле свойств ,  связанных со введенными в этих 
пространствах операциями ,  по существу не отличаются друг от друга . 

Так как в линейных пространствах введены лишь операции сло­
жения элементов и умножения элементов на числа, то естественно 
сформулировать следующее определение. 

Определение. Два произвольных вещественных линейных про­
странства R и R' называются изоморфными, если между элементами 

1 ) Ибо базисные элементы е 1 , е2 , • • •  , en  образуют систему n линейно неза­
висимых элементов пространства R. 

2) См. теорему 1 .6 из п .  2 § 3 гл . \ . 
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этих пространств можно установить взаимно однозначное соответ­
ствие 1 J так ,  что если элементам х и у пространства R отвечают 
соответственно элементы х' и у' пространства R', то элементу х + у  
отвечает элемент х' + у' ,  а элементу Лх при любом вещественном Л 
отвечает элемент Лх'. 

Заметим ,  что если линейные пространства R и R' изоморфны, 
то нулевому элементу R отвечает нулевой элемент R' и наоборот . 
(В  самом деле, пусть элементу х пространства R отвечает некоторый 
элемент х' пространства R'. Тогда элементу О · х пространства R 
отвечает элемент О · х' пространства R'. ) 

Отсюда следует, что если в случае изоморфизма элементам х, у, . . . 
. . . , z пространства R отвечают соответственно элементы х' , у' ,  . . .  , z' 
простра нства R', то линейная комбинация ах + {:Jy + . . .  + '"'fZ является 
нулевым элементом пространства R тогда и только тогда , когда ли­
нейная комбинация ах' + {:Jy' + . . .  + '"'fZ' является нулевым элементом 
пространства R'. 

Но это означает, что если пространства R и R' изоморфны, то 
максимальное число линейно независимых элементов в каждом из 
этих пространств одно и то же. 

Иными словами ,  два изоморфных пространства обязаны иметь 
одинаковую размерность. 

Стало быть, пространства разной размерности не могут быть 
изоморфны. 

Докажем теперь следующее утверждение. 
Теорема 2.  7 . Любые два n-мерных вещественных линейных про­

странства R и R' изоморфны. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Выберем в R какой-либо базис е 1 , е2 · · · · , en , 

а в R' - какой-либо базис е! , е� • . . .  , е� . Поставим в соответствие 
каждому элементу х = х 1 е 1 + х2е2 + . . .  + Xnen пространства R эле­
мент х' = х 1 е! + х2е� + . . .  + xne� пространства R' (т. е. мы берем 
в качестве х' тот элемент R', который имеет относительно базиса 
е! , е� . . . .  , е� те же самые координаты, что и элемент х относитель­
но базиса е 1 , е2 , . . . , en ) . 

Убедимся в том ,  что установленное соответствие я вляется взаимно 
однозначным .  В самом деле ,  каждому элементу х пространства R 
однозначно соответствуют координаты х 1 , х2 , • • •  , Xn , которые, в свою 
очередь ,  определяют единственный элемент х' пространства R'. В силу 
равноправности пространств R и R', каждому элементу х' простран­
ства R', в свою очередь, соответствует единственный элемент х про­
странства R. 

Остается заметить, что если элементам х и у пространства R 
отвечают соответственно элементы х' и у' пространства R', то в силу 

1 ) Напомним ,  что соответствие между элементами двух множеств R и R' 
называется взаимно однозначным, если при этом соответствии каждому эле­
менту R отвечает один  и только один элемент R', причем каждый элемент R' 
отвечает одному и только одному элементу R. 



§ 3 ] ПОДПРОСТРАНСТВА ЛИНЕЙНЫХ ПРОСТРАНСТВ 53 

теоремы 2 .4 элементу х + у отвечает элемент х' + у' ,  а элементу >.х 
отвечает элемент Лх'. Теорема доказана .  

Из приведенного нами рассмотрения следует, что единственной су­
щественной характеристикой конечномерного линейного пространства 
является его размерность .  

§ 3. Подпространства линейных пространств 
t .  Понятие подпространства и линейной оболочки. Предполо­

жим,  что некоторое подмножество L линейного пространства R удо­
влетворяет следующим д в у м  т р е б о в а н  и я м . 

l 0• Если элементы х и у принадлежат подмножеству L, то 
и сумма х + у принадлежит этому подмножеству. 

2°. Если элемент х принадлежит подмножеству L, а >. - лю­
бое вещественное число, то и элемент Лх принадлежит подмно­
жеству L.  

Убедимся в том ,  что подмножество L, удовлетворяющее 
требованиям l 0 и 2°, само является линейным пространством. До­
статочно убедиться в справедливости для элементов подмножества L 
аксиом l 0 -8° из определения линейного пространства. Все указанные 
аксиомы ,  кроме аксиом 3° и 4°, заведомо справедливы для элементов 
подмножества L, поскольку они справедливы для в с е х  элементов 
пространства R. Остается проверить выполнение аксиом 3° и 4°. 
Пусть х - любой элемент подмножества L, а Л - любое вещественное 
число . Тогда в силу требования 2° элемент Лх также принадлежит L. 
Остается заметить, что ( в  силу теоремы 2 .2) этот элемент >.х при 
Л = О превращается в нулевой элемент пространства R, а при >. = -1 
превращается в противоположный для х элемент. Таким образом, 
подмножеству L принадлежит нулевой элемент и противоположный 
(для каждого элемента х) элемент, а это и означает, что для 
элементов подмножества L справедливы аксиомы 3° и 4°. Тем самым 
полностью доказано, что подмножество L само является линейным 
пространством.  

Определение. Подмножество L линейного пространства R. удовле­
творяющее требованиям l 0 и 2°, называется линейным подпростран­
ством (или просто подпространством) пространства R. 

Простейшими примерами подпространств могут служить: 
l) так называемое нулевое подпространство, т. е .  подмножество ли­
нейного пространства R. состоящее из одного нулевого элемента; 
2) все пространство R ( которое, конечно, можно рассматривать как 
подпространство) . 

Оба эти подпространства принято называть несобственными. 
Укажем примеры подпространств более содержательного вида. 
П р  и м  е р  l .  Подмножество { Pn (t) }  всех алгебраических многочле­

нов степени ,  не превышающей натурального числа n 1) , в линейном 

1 ) Это подмножество введено в примере 5 п .  1 § 1 настоящей главы . 
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пространстве С [а, Ь] всех функций х = x (t) ,  определенных и непре­
рывных на сегменте а � t � Ь 1 ) (справедливость для элементов под­
множества { Pn (t ) } требований 1 °  и 2° не вызывает сомнений) . 

П р  и м  е р  2 .  Подмножество 82 всех свободных векторов, парал ­
лельных некоторой плоскости ,  в .n инейном пространстве 83 всех сно­
бодных векторов 2) (справедливость для элементов 82 требований 1 °  
и 2° очевидна) . 

П р  и м  е р  3. Пусть х, у, . . .  , z - совокупность элементов неко­
торого линейного пространства R. Линейной оболочкой элементов 
х, у, . . .  , z будем называть совокупность всех линейных комбинаций 
этих элементов, т. е. множество элементов вида 

ОХ + fJy + . . .  + '"'(Z, 
где о:, {3, . . .  , 'У - какие угодно вещественные числа . 

Договоримся обозначать линейную оболочку элементов х, у, . . .  , z 
символом L (x, у ,  . . .  , z ) . 

Для линейной оболочки произвольных элементов х, у, . . .  , z ли­
нейного пространства R, очевидно, выполняются требования 1 °  и 2°, 
сформулированные в начале настоящего пункта . Поэтому всякая ли­
нейная оболочка является подпространством основного линейного 
пространства R. Это подпространство, очевидно, содержит элементы 
х, у ,  . . .  , z , на которых  построена линейная оболочка L(x, у,  . . .  , z) . 
С другой стороны ,  всякое подпространство, содержащее элементы 
х, у ,  . . .  , z , обязано содержать и все линейные комбинации этих эле­
ментов . Поэтому линейная оболочка элементов х, у ,  . . .  , z является 
наименьшим подпространством, содержащим элементы х, у, . . .  , z .  

Конкретны м  примером линейной оболочки может служить линей­
ная оболочка элементов 1 ,  t ,  t2 , . . .  , tn линейного пространства С [а, Ь] 
всех функций х = x (t ) ,  определенных и непрерывных на сегменте 
а � t � Ь . Эта линейная оболочка ,  очевидно, представляет собой мно­
жество { Pn (t) } всех алгебраических многочленов степени ,  не превы­
шающей п .  

Другие примеры подпространств будут рассмотрены в п .  3 настоя ­
щего пара графа . 

Рассмотрим вопрос о размерности подпространства (и ,  в частности ,  
линейной оболочки ) .  

Можно утверждать, что размерность любого подпространства 
п-мерного линейного пространства R не превосходит размерно­
сти п пространства R (ибо всякая линейно независимая система 
элементов подпространства является одновременно линейно независи­
мой системой элементов всего пространства R) . 

Более точно можно утверждать, что если подпространство L 
не совпадает со всем п-мерным линейным пространством R, то 
размерность L строго меньше п .  

1 ) Пространство С [а , Ь] введено в примере 4 п .  1 § 1 этой главы. 
2) Множества 82 и 83 были введены в примере 1 п . 1 § 1 этой главы . 
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Это вытекает из того , что если размерности L и R обе равны n, то 
всякий базис подпространства L, поскольку он состоит из n элементов, 
является (в  силу теоремы 2.5) базисом и всего пространства R. 

Заметим ,  что если во всем пространстве R выбран базис е1 , е2 , • • • 
. . . , en . то базисные элементы подпространства L ,  вообще говоря , 
нельзя выбирать из числа элементов е 1 , е2 , . . .  , en ( ибо в общем слу­
чае ни один из элементов е 1 , е2 , • • •  , en может не принадлежать L) .  
Однако справедливо обратное утверждение: если элементы е 1 , е2 , • • •  
. . . , ek составляют базис k-мерного подпространства n-мерного 
линейного пространства R, то этот базис можно дополнить 
элементами ek+ 1 , • • •  , en пространства R так, что совокупность 
элементов е 1 , . . .  , ek , ek+ 1 , . . .  , en будет составлять базис всего 
пространства R. 

Докажем это утверждение. Если k < n , то найдется элемент ek+ t 
пространства R такой, что элементы е 1 , е2 , • • •  , ek , ek+ I линейно неза­
висимы (в противном случае пространство R оказалось бы k-мерным) .  
Далее , если k + l < n ,  то найдется элемент ek+2 пространства R 
такой , что элементы е 1 , е2 • . . .  , ek , ek+ I · ek+2 линейно независимы 
(в  противном случае пространство R оказалось бы (k  + 1 ) -мерным) .  
Продолжая аналогичные рассуждения ,  мы  докажем сформулированное 
утверждение. 

В заключение докажем важную теорему о размерности линейной 
оболочки .  

Теорема 2.8.  Размерность линейной оболочки L(x, у, . . .  , z) эле­
ментов х, у, . . .  , z равна максимальному числу линейно независимых 
элементов в системе элементов х, у, . . . , z. В частности, если эле­
менты х, у, . . .  , z линейно независимы, то размерность линейной 
оболочки L(x, у,  . . .  , z) равна числу элементов х, у, . . .  , z (а сами 
эти элементы образуют базис линейной оболочки L(x, у, . . .  , z) ) . 

Д о  к а з  а т  е л ь  с т  в о. Допустим ,  что среди элементов х, у, . . .  , z 
имеется r линейно независимых элементов (обозначим  их через 
х1 , х2 , . . .  , xr ) . а любые (r + l ) из элементов х, у ,  . . .  , z линейно зави­
симы .  Тогда каждый из элементов х, у ,  . . .  , z представляет собой неко­
торую линейную комбинацию элементов х 1 , х2 , . . .  , Xr 1) , и посколь­
ку по определению каждый элемент линейной оболочки L(x, у, . . . 
. . . , z) представляет собой некоторую линейную комбинацию элемен­
тов х, у,  . . .  , z ,  то каждый элемент указанной линейной оболочки 
представляет собой некоторую линейную комбинацию одних только 
элементов х1 , х2 , . • .  , Xr · Но это и означает, что система линейно 
независимых элементов х1 , х2 , • • .  , Xr образует базис линейной оболоч­
ки L(x, у, . . . , z) и что размерность L(x, у, . . .  , z) равна r. Теорема 
доказана .  

2. Новое определение ранга матрицы. В § 3 гл . l мы  определили 
ранг произвольной матрицы А как порядок ее базисного минора, т. е . 

1 ) Это устанавливается с помощью тех же самых рассуждений, которые 
были проведены при доказательстве теоремы 2 .5 .  
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как число r, удовлетворяющее требованию существования у матри­
цы А отличного от нуля минора порядка r и отсутствия у этой матрицы 
отличных от нуля миноров порядка , большего r. 

В этом пункте мы убедимся,  что ранг произвольной матрицы А 
равен. максимальному числу линейно независимых строк (или столб­
цов) этой матрицы. 

Отсюда будет следовать новое определение ранга матрицы как 
максимального числа линейно независимых строк (или столбцов) этой 
матрицы 1 ) . 

Проведем все рассуждения для строк (для столбцов они анало­
гичны) .  Рассмотрим в линейном пространстве An (введенном в при­
мере 3 п. 1 § 1 )  линейную оболочку базисных строк произвольной, 
содержащей т строк и п столбцов матрицы А и предположим,  что 
ч исло базисных строк равно r. Из теоремы 1 .6 о базисном миноре 
вытекает, что любая строка матрицы А является элементом указан­
ной линейной оболочки ,  а из линейной независимости r базисных 
строк и из теоремы 2 .8  вытекает, что размерность указанной линейной 
оболочки равна r. Стало быть, любые (r + 1 ) элементов указанной 
линейной оболочки (и ,  в частности ,  любые (r + 1 ) строк матрицы А) 
линейно зависимы .  А это и означает, что число r представляет собой 
максимальное ч исло линейно независимых строк. 

3. Сумма и пересечение подпространств. Пусть L 1 и L2 - два 
произвольных подпространства одного и того же линейного простран­
ства R. 

Совокупность всех элементов х пространства R, принадлежащих 
одновременно L1 и L2 , образует подпространство пространства R 2) , 
называемое пересечением подпространств L 1  и L2 . 

Совокупность всех элементов пространства R вида у + z, где у -
элемент подпространства L 1 , а z - элемент подпространства L2 . 
образует подпространство пространства R 3) , называемое суммой под­
пространств L 1  и L2 . 

П р  и м  е р . Пусть R - линейное пространство всех свободных 
векторов (в  трехмерном пространс�:ве) , L 1 - подпространство всех 
свободных векторов, параллельных плоскости Оху, L2 - подпростран­
ство всех свободных векторов, параллельных плоскости Oxz .  Тогда 
суммой подпространств L 1 и L2 будет являться все пространство R 4) . 

1 ) В частности, отсюда будет следовать весьма нетривиальная теорема о том . 
что у любой матрицы максимальное число линейно независимых строк совпа­
дает с максимальным числом линейно независимых столбцов .  

2) Ибо элементы этой совокупности удовлетворяют требованиям l 0 и 2°, 
сформулированным в начале n . 1 . 

3) См.  предыдущую сноску. 
4) В самом деле, любой вектор х пространства R представляет собой линей­

ную комбинацию х = oi + ,Вj + -yk базисных векторов i, j, k, параллельных 
ося м  Ох, Оу и O z  соответственно, причем вектор oi + ,Вj принадлежит L 1 , 
а вектор -yk принадлежит L2 • 
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а пересечением подпространств L 1 и L2 будет являться множество всех 
свободных векторов, параллельных оси Ох. 

Справедливо следующее утверждение. 
Теорема 2.9. Сумма размерностей произвольных подпро­

странств L 1 и L2 конечномерного линейного пространства R 
равна сумме размерности пересечения этих подпространств 
и размерности суммы этих подпространств. 

Д о  к а з  а т  е л ь с т  в о. Обозначим через Lo пересечение L 1 и L2 ,  
а через L - сумму L 1 и L2 • Считая Lo  k-мерным ,  выберем в нем базис 

(2 . l l )  

Используя утверждение, доказанное в п .  l ,  дополним базис (2 . 1 1 ) 
до базиса 

(2 . 1 2) 

в подпространстве L 1  и до базиса 

(2. 1 3) 

в подпространстве L2 • 
Достаточно доказать, что элементы 

(2 . 1 4) 

являются базисом суммы L подпространств L 1 и L2 1 ) . Для этого, 
в свою очередь, достаточно доказать, что элементы (2 . 1 4) линейно 
независимы и что любой элемент х суммы L представляет собой 
некоторую линейную комбинацию элементов (2 . 1 4) .  

Сначала докажем, что элементы (2 . 1 4) линейно независимы . 
Предположим, что некоторая линейная комбинация элемен­

тов (2 . 1 4) представляет собой нулевой элемент, т. е . справедливо 
равенство 

a 1 g1 + . . .  + a1g1 + /31 е 1 + . . .  + f3kek + "(1 f1 + . . . + 'Ymfm = О (2 . 1 5) 

или 

(2. 1 6) 

Так как левая часть (2 . 1 6) является элементом L 1 , а правая 
часть (2 . 1 6) является элементом L2 ,  то как левая ,  так и правая 
часть (2. 1 6) принадлежит пересечению L0 подпространств L1 и L2 ·  
Отсюда следует, в частности,  что правая часть (2 . 1 6) представляет 

1 ) Ибо при этом размерность Z. равная l + k + m ,  в сумме с размерностью 
L0, равной k ,  будет равна сумме размерностей k + l и k + m подпространств 
L 1 и L2 . 
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собой некоторую линейную комбинацию элементов (2 . 1 1 ) ,  т. е .  
найдутся такие ч исла >. 1 , • • •  , >.k , что 

(2 . 1 7) 

В силу линейной независимости базисных элементов (2 . 1 3) равенство 
(2 . 1 7) возможно лишь в случае, когда все коэффициенты 'Yt , . . .  , 'Ym · 
>. 1 , • • •  , >.k равны нулю .  Но при этом из (2 . 1 5) мы получим ,  что 

(2 . 1 8) 

В силу линейной независимости базисных векторов (2 . 1 2) равен­
ство (2 . 1 8) возможно лишь  в случае, когда все коэффициенты 0:1 , . . .  
. . . , 0:1 , f31 ,  . . .  , f3k равны нулю.  Тем самым м ы  установили ,  что ра­
венство (2 . 1 5) возможно лишь  в случае, когда все коэффициенты 
0:1 , . . .  , 0:1 , f31 ,  . . . , f3k ,  -у, , . . " 'Ym равны нулю,  а это и доказывает 
линейную независимость элементов (2 . 1 4) .  

Остается доказать ,  что любой элемент х суммы L представля ­
ет  собой некоторую линейную комбинацию элементов (2 . 1 4 ) ,  но  это 
сразу следует из того , что этот элемент х представляет собой (по 
определению L) сумму некоторого элемента х1 подпространства L 1 , 
являющегося линейной комбинацией элементов (2 . 1 2) ,  и некоторого 
элемента х2 подпространства L2 , являющегося линейной комбинацией 
элементов (2 . 1 3) .  Теорема доказана. 

Возвращаясь к примеру, рассмотренному перед формулировкой тео­
ремы  2 .9 ,  заметим ,  что в этом примере размерность каждого из под­
пространств L 1 и L2 равна двум,  размерность их суммы равна трем, 
а размерность их пересечения равна единице .  

4. Разложение линейного пространства в прямую сумму под­
пространств. Пусть R1 и R2 - два подпространства линейного n-мер­
ного пространства R. 

Определение. Будем говорить, что пространство R представляет 
собой прямую сумму подпространств R1 и R2 , если каждый элемент х 
пространства R может быть единственным способом представлен в ви­
де суммы 

(2 . 1 9) 

элемента х 1  подпространства R1 и элемента х2 подпространства R2 . 
Тот факт, что R представляет собой прямую сумму R1 и R2 симво­

лически записывают так :  R = R1 Е!Э R2 • 
Последнее равенство обычно называют разложением простран­

ства R в прямую сумму подпространств R1 и R2 .  
Так пространство R всех свободных векторов (в  трехмерном про­

странстве) можно разложить в прямую сумму подпространства R1 всех 
векторов, параллельных плоскости Оху и подпространства R2 всех 
векторов, параллельных оси Oz .  

Теорема 2 . 10. Для того чтобы n-мерное пространство R пред­
ставляло собой прямую сумму подпространств R1 и R2 , достаточ­
но, чтобы пересечение R i  и R2 содержало только нулевой элемент 
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и чтобы размерность R была равна сумме размерностей подпро­
странств R1 и R2 ·  

Д о к а з а т е л ь с т в о. Выберем некоторый  базис е1 , • • • , ek в под­
пространстве R1 и некоторый базис g1 , . . .  , g1 в подпространстве R2 . 
Докажем, что объединение этих базисов 

(2 .20) 
представляет собой базис всего пространства R. Так как по условию 
теоремы размерность п всего пространства R равна сумме k + l размер­
ностей R1 и R2 , то достаточно (в силу теоремы 2 .5) доказать линейную 
независимость элементов (2 .20) . 

Предположим, что некоторая линейная комбинация элемен­
тов (2 .20) представляет собой нулевой элемент, т. е .  справедливо 
равенство 

(2 .2 1 )  

или 

(2 .22) 
Так как левая часть (2 .22) является элементом R1 ,  а правая - элемен­
том R2 , а пересечение R1 и R2 содержит лишь  нулевой элемент, то как 
левая ,  так и правая часть (2 . 25) представляет собой нулевой элемент, 
а это (на основании линейной независимости элементов каждого из 
базисов е1 , . . .  , ek и g, , . . .  , g1 ) возможно лишь  при условии 

а1 = . . . = ak = О , /31 = . . . = /31 = О . (2.23) 
Тем самым мы установили ,  что равенство (2 .2 1 )  возможно лишь 

при  условии (2 .23) , а это и доказывает линейную независимость эле­
ментов (2.20) и тот факт, что элементы (2 .20) образуют базис всего 
пространства R. 

Пусть теперь х - любой элемент R. Разложив его по базису (2 .20) , 
будем иметь х = Л 1 е 1 + . . .  + Лkek + µ 1 g 1 + . . .  + µ1g1 или х = х1 + х2 , 
где х1 = Л 1 е 1 + . . . + Лkek - элемент R1 ,  а х2 = µ 1g 1  + . . . + µ1g1 -
элемент R2 · 

Остается доказать, что представление (2 . 1 9) я вляется единствен­
ным .  Предположим,  что, кроме (2 . 1 9) ,  справедливо и еще одно пред­
ставление 

х = х( + х2 . (2 .24) 

где х( - элемент R1 ,  а х2 - элемент R2 · Вычитая (2 .24) из (2. 1 9) ,  
получим,  что О = х1 - х( + х2 - х2 , или  х 1  - х( = х2 - х2 . Так как 
в левой части последнего равенства стоит элемент R 1 , а в правой -
элемент R2 и поскольку пересечение R1 и R2 содержит лишь нулевой 
элемент, то из этого равенства следует, что х1 - х( = О, х2 - х2 = О, 
т. е. х( = х1 , х2 = х2 . Теорема доказана .  

3 а м е ч  а н  и е .  В случае, когда пространство R представляет собой 
не прямую, а обычную сумму подпространств R1 и R2 , представление 
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(2 . 1 9) любого элемента х пространства R также справедливо, но не 
является, вообще говоря, единственным. 

Пусть ,  например, R представляет собой трехмерное пространство 
всех свободных векторов ,  R1 - подпространство всех векторов, па­
раллельных плоскости Оху, а R2 - подпространство всех векторов, 
параллельных плоскости Oxz .  В предыдущем пункте мы выяснили ,  
что R представляет собой сумму (но ,  конечно, не  прямую сумму) 
подпространств R1 и R2 • Обозначим через i ,  j и k базисные векторы ,  
параллельные осям Ох, Оу и Oz соответственно, и разложим произ­
вольный элемент х пространства R по базису i , j, k. Найдутся веще­
ственные ч исла а ,  {3 и 'У такие, что х = ai + {Зj + "fk, так что, с одной 
стороны ,  х = х 1 + х2 , где х 1 = ai + {Зj - элемент R1 , а х2 = "(k -
элемент R2 , с другой стороны,  х = х\ + х2 , где х\ = {Зj - элемент R1 , 
а х2 = ai + "(k - элемент R2 . 

§ 4.  Преобразование координат при преобразовании 
базиса n-мерного линейного пространства 

1 .  Прямое и обратное преобразование базисов. Пусть е 1 , е2 , . . . 
. . . , en и е\ , е2 , . . .  , е� - два произвольных базиса n-мерного линей­
ного пространства R. Как всякий элемент пространства R, каждый 
элемент е\ , е2 , . . .  , е� может быть разложен по базису е 1 , е2 , . . .  , en . 
Предположим ,  что элементы е\ , е2 • . . .  , е� выражаются через е1 , е2 , . . . 
. . . ' en с помощью формул 

е\ = а 1 1 е 1 + а 1 2е2 + . . .  + a inen , 
е2 = а2 1 е 1 + а22е2 + . . .  + a2nen , (2 .25) 

Это означает, что переход от первого базиса е 1 , е2 , . . .  , en ко второму 
базису е\ , е2 , . . .  , е� задается матрицей 

А = (2.26) 

Подчеркнем ,  что определитель д матрицы (2 .26) заведомо отличен 
от нуля 1 ) , ибо в противном случае в силу теоремы 1 .  7 строки этой 
матрицы (а стало быть, и базисные элементы е\ , е2 , . . .  , е� ) оказались 
бы линейно зависимыми .  

Убедимся в том ,  что обратный переход от второго базиса 
е\ , е2 , . . .  , е� к первому базису е 1 , е2 , . . .  , en осуществляется с по­
мощью матрицы В, обратной к матрице А . 

1 ) Такую матрицу в п . 7 § 2 гл . 1 мы договорились называть невырожденной . 
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Напомним ,  что матрица В, обратная к матрице А, введена в п. 7 § 2 
гл . 1 и имеет вид 

А 1 1  А2 1 An 1 
л л л 

А 1 2 А22 An2 В =  л л л (2.27) 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
A i n  A2m Ann -

л л л 
где через д обозначен определитель матрицы А ,  а через Aik -
алгебраическое дополнение элемента a;k этого определителя .  Умно­
жим уравнения (2 .25) соответственно на алгебраические дополнения  
А \ J , A2i ,  . . .  , Anj элементов j - го столбца определителя д и после это­
го сложим эти уравнения .  В результате получим (для любого номера j ,  
равного 1 , 2,  . . . , п) 

n 
e; A 1j + e2A2j + . . .  + e�Anj = L e; {a t ; A tj + a2;A2j + . . .  + aniAnj ) · 

i= l 
Учитывая ,  что сумма произведений элементов i - го столбца на соответ­
ствующие алгебраические дополнения элементов j -ro столбца равна 
нулю при i -:/:- j и равна определителю д при i = j 1 ) , получим из 
последнего равенства 

е; А , 1  + е2А21 + . . . + e�Anj = ei д, 

(j = l , 2 ,  . . .  , n) или по-

(2.28) 

A i n  1 A2n 1 Ann / еп = Ле'  + ле2 + . . .  + Леn . 

Формулы (2 .28) и устанавливают, что обратный переход от бази­
са е; , е2 . . . .  , е� к базису е 1 , е2 , . . .  , en осуществляется с помощью 
матрицы (2 .27) ,  обратной к матрице А . Эту обратную к А матрицу мы 
кратко будем обозначать символом А - 1• 

2. Связь между преобразованием базисов и преобразованием 
соответствующих координат. Пусть, как и выше, базис е 1 ,  е2 , . . . 
. . . , en преобразуется в базис е; , е; ,  . . .  , е� с помощью невырожденной 
матрицы (2 .26) , так что обратное преобразование базисов задается мат­
рицей (2 .27) . Пусть далее х - произвольный элемент рассматриваемого 
линейного пространства R, (х 1 , х2 , • • •  , xn ) - его координаты относи-

1 ) См. свойство 4° из n .  4 § 2 гл . , \ .  
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тельно первого базиса e l , е2 , . . .  , en . (х; ,  х� . . . .  , х� )  - его координаты 
относительно второго базиса е; , е� • . . .  , е� , так что 

х = х; е; + х�е; + . . .  + х�е� = х 1 е 1 + х2е2 + . . . + Xnen . 

Подставив в это равенство вместо элементов е 1 , е2 , . . .  , en их выраже-
ния ,  определяемые формулами (2 .28) ,  получим 

Из последнего равенства (в  силу единственности разложения по  ба­
зису е; , е; ,  . . .  , е� ) сразу же вытекают формулы перехода от координат 
(х 1 , х2 , . . .  , Хп ) относительно первого базиса к координатам (х; ,  х� . . . . 
. . . , х� ) относительно второго базиса : 

, А 1 1  А 1 2 A i n Х 1 = л х 1 + д х2 + " . + л хn , 

, А2 1 А22 A2n Х2 = Л Х I  + л х2 + . . .  + л Хn , 

1 An l An2 Ann Xn = л х 1 + л х2 + . . .  + д Хn · 

(2 .29) 

Формул ы  (2 .29) показывают, что переход от координат (х 1 , х2 , • • •  
. . . , хп ) к координатам (х; , х� . . . . , х� ) осуществляется с помощью 
матрицы 

А 1 1  А 1 2 A in  
л л л 

А21 А22 A2n С = л л л 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
An 1  An2 Ann --

л л л 
транспонированной к обратной матрице (2 .27) . 

Мы приходим  к следующему выводу: если переход от первого 
базиса ко второму осуществляется с помощью невырожденной 
матрицы А, то переход от координат произвольного элемента 
относительно первого базиса к координатам этого элемента от­
носительно второго базиса осуществляется с помощью матрицы 
(А- 1 ) ' ,  транспонированной к обратной матрице А- 1• 



Г л а в а  3 

СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Из элементарного курса и из курса а налитической геометрии  чи­
татель знаком с системой двух линейных уравнений с двумя неиз­
вестными и с системами двух и трех линейных уравнений  с тремя 
неизвестными 1 ) . Целью настоящей главы является изучение системы 
произвольного числа m линейных уравнений с произвольным числом n 
неизвестных.  

Мы сначала установим необходимое и достаточное условие суще­
ствования хотя бы одного решения (или ,  как говорят, совместности) 
такой системы ,  а затем займемся отысканием всей совокупности ее 
решений .  

В § 4 гл . 4 будет рассмотрен важный для приложений случай при­
ближенного задания всех коэффициентов системы и ее свободных чле­
нов . Для этого случая будет изложен метод регуляризации А. Н. Тихо­
нова , позволяющий найти так называемое нормальное (т. е .  наиболее 
близкое к началу координат) решение указанной системы с точно­
стью, соответствующей точности задания  коэффициентов и свободных 
членов. 

В гл . 6 будет дано представление о численных (итерационных) ме­
тодах решения систем линейных уравнений .  

§ l .  Условие совместности линейной системы 
1 .  Понятие системы линейных уравнений и ее решения. 

В общем случае система m линейных уравнений  с n неизвестными 
(или ,  кратко, линейная система) имеет следующий вид: 

а 1 1 х 1 + а. 1 2х2 + . . . + a 1 nXn = Ь 1 , 
az 1 x 1  + az2x2 + . . .  + aznXn = bz , 

(3. 1 )  
am 1 X 1 + O.m2X2 + . . .  + amnXn = Ьm · 

При этом через х 1 , х2 , • • •  , X n обозначены неизвестные ,  подлежащие 
определению (число их n не предпола гается обязательно равным числу 
уравнений m) ;  величины а 1 1 . а 1 2 , . . .  , amn • называемые коэффициен­
тами системы, и величины Ь 1 , Ь2 , . . • , Ьm . называемые свободными 
членами, предполагаются известными .  Каждый коэффициент системы 

1 ) См.  выпуск «Аналитическая геометрия� .  дополнение к гл . 1 .  

3 Линейная алгебра 
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aij имеет два индекса ,  первый из которых i указывает номер ура в­
нения ,  а второй j - номер неизвестного , при котором стоит этот 
коэффициент. 

Система (3 . 1 )  называется однородной ,  если все ее свободные члены 
Ь 1 , Ь2 , ... , Ьm равны нулю .  

Если хотя бы один из свободных членов Ь 1 , Ь2 , ... , Ьm отличен от 
нуля ,  то система (3 . 1 )  назы вается неоднородной. 

Система (3 . 1 ) называется квадратной, если число m составляющих 
ее уравнений  равно чис.nу неизвестных  п . 

Решением системы (3 . 1 )  называется такая совокупность п чисе.11 
с 1 , с2 , . . .  , Сп , которая при подстановке в систему (3 . 1 )  на место неиз­
вестных х 1 , х2 , ... , Xn обращает все уравнения этой системы в тожде­
ства . 

Не всякая система вида (3 . 1 )  имеет решения .  Так ,  система линей­
ных уравнений  

X J + Х2 = 1 ,  

Х 1  + Х2 = 2 

заведомо не имеет ни одного решения (ибо если бы существовало 
решение этой системы ,  то при подстановке этого решения в левых 
частях обоих уравнений стоя.n и бы одинаковые числа и мы получили 
бы, что 1 = 2) . 

Система уравнений вида (3 . 1 )  называется совместной , если она 
имеет хотя бы одно решение, и несовместной, если у нее не существу­
ет ни одного решения .  

Совместная система вида (3 . 1 )  может иметь или одно решение, или  
несколько решений .  

Два  решения совместной системы вида (3 . 1 )  с\ 1 > , с�1 > , ... , с�1 ) 
и с\2> , с�2) , • • •  , с�> называются различными, если нарушается хотя бы 
одно из равенств 

с(! ) - с(2) c( I )  - с(2) c( I )  = с(2) 1 - 1 · 2 - 2 · n n ·  
Совместная система вида (3 . 1 )  называется определенной , если она 

имеет единственное решение. 
Совместная система вида (3. 1 )  называется неопределенной, ее.пи 

у нее существуют по кра йней мере два различных решения .  
Весьма удобно записывать линейную систему (3 . 1 )  в матричной 

форме. Для этого используем введенное в п. 2 § 1 гл . 1 понятие произве­
дения двух матриц (таких ,  что число столбцов первой из этих матриц 
равно числу строк второй из матриц) .  В качестве перемножаемых 
матриц возьмем две матрицы: матрицу 

А =  (3 .2) 
U m l U m 2  • • • U m n  

содержащую m строк и п столбцов и составленную из коэффициентов 
при неизвестных (такую матрицу мы в дальнейшем будем называть 
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основной матрицей системы (3 . 1 ) ) ,  и матрицу Х, содержащую n строк 
и 1 столбец, т. е .  один столбец вида 

Х =  
X i Xz (3.3) 

Согласно правилу перемножения двух матриц 1 ) произведение АХ 
матрицы (3.2) на матрицу (3 .3) представляет собой матрицу, содержа­
щую m строк и 1 столбец, т. е. один столбец следующего вида: 

а 1 1 х 1 + а 1 2Х2 + . . .  + a 1 nXn 
az 1 x 1 + azzxz + . . . + a2nXn (3.4) 

а,.,. 1 х 1 + а,.,.2х2 + . . .  + a,.,.nXn 
Система равенств (3. 1 )  означает, что этот столбец (3.4) совпадает со 
столбцом 

В = (3 .5) 
Ь,.,. 

Таким образом , в матричной записи систему (3. 1 )  можно заменить 
одним эквивалентным ей матричным уравнением 

АХ = В, (3.6) 

в котором матрицы А, Х и В определяются соотношениями (3.2) , (3 .3) 
и (3 .5) .  Решение матричного уравнения (3.6) заключается в отыскании  
такого столбца (3.3) , который при  заданной матрице (3.2) и заданном 
столбце правых частей (3.5) обращает уравнение (3 .6) в тождество. 

В этом и в следующем параграфах мы  выясни м  в отношении ли­
нейной системы (3. 1 )  следующие три вопроса : 

1 )  способ установления того , является система (3 . 1 )  совместной 
или нет, 

2) способ установления того , я вляется система (3 . 1 )  ( в  случае ее 
совместности) определенной или нет, 

3) способ отыскания единственного решения совместной систе­
мы (3 . 1 )  (в случае ее определенности) и отыскания  всех ее решений 
(в  случае ее неопределенности) .  

2.  Нетривиальная совместность однородной системы. Начнем 
с рассмотрения однородной линейной системы вида (3. 1 ) ,  т. е . системы 

а 1 1 х 1 + а 1 2х2 + . . .  + a 1 nXn = О , 
а2 1 Х 1 + а22Х2 + . . .  + a2nXn = О , (3 .7) 

1 ) См.  п . 2 § 1 гл . ! ,  формулу ( 1 .4) . 
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Сразу же отметим ,  что эта система всегда совместна, ибо она всегда 
обладает так называемым тривиальным (или нулевым) решением х 1 = 
= х2 = . . .  = Xn = О 1 ) .  

Возникает вопрос о том , при каких условиях однородная система 
(3. 7) имеет, кроме указанного тривиального решения, еще и другие 
решения (т. е. является «нетривиально совместной» ) .  

Этот вопрос решается довольно просто. Заметим ,  что существо­
вание нетривиального решения системы (3. 7) эквивалентно линейной 
зависимости столбцов матрицы (3.2) (ибо линейная зависимость столб­
цов матрицы (3.2) означает, что существуют числа х 1 , х2, • . .  , xn . не 
все равные нулю и такие, что справедливы равенства (3 .7) ) .  

Но в силу теоремы 1 .6 о базисном миноре линейная зависимость 
столбцов матрицы (3.2) будет иметь место тогда и только тогда , когда 
н е  в с е  столбцы этой матрицы являются базисными ,  т. е. тогда и толь­
ко тогда , когда порядок r базисного минора матрицы (3.2) меньше 
числа п ее столбцов . 

Мы приходим к следующей теореме. 
Теорема 3. 1 .  Однородная система (3. 7) имеет нетривиальные 

решения тогда и только тогда , когда ранг r матрицы (3.2) меньше 
числа п ее столбцов. 

С л е д с т в и е . Квадратная однородная система 2) имеет нетри­
виальные решения тогда и только тогда, когда определитель, со­
ставленный из коэффициентов при неизвестных, равен нулю. 

В самом деле ,  в случае квадратной однородной системы (3 .7) , т. е. 
при т = п ран г  r матрицы (3.2) будет меньше числа т = п тогда 
и только тогда , когда определитель этой матрицы равен нулю. 

3. Условие совместности общей линейной системы. Установим 
теперь необходимое и достаточное условие совместности общей (вооб­
ще говоря , неоднородной)  системы вида (3. l ). С этой системой связаны 
две матрицы:  матрица А ,  определяемая соотношением (3 .2 ) ,  которую 
принято называть основной матрицей системы (3. l )  (она составлена 
из коэффициентов при неизвестных) ,  и матрица 

(3 .8) 

которую принято называть расширенной матрицей системы (3. l ) (она 
получается из основной матрицы путем добавления к этой матрице 
столбца (3.5) свободных членов) . 

Справедлива следующая основная теорема. 

1 ) Действительно, подставив в систему (3 .  7) нули  на место всех неизвест­
ных х 1 ,  х2 • . . .  , Xn . мы обратим в тождества все уравнения этой системы.  

2) То есть система (3 .  7 ) ,  у которой число уравнений m равно числу неиз­
вестных n . 
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Теорема 3.2 (теорема Кронекера-Капелли 1 ) . Для того чтобы 
линейная система (3. 1 )  являлась совместной, необходимо и доста­
точно, чтобы ранг расширенной матрицы этой системы был равен 
рангу ее основной матрицы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) Н е о б х о д и м о с т ь . Пусть система (3. 1 )  
совместна , т. е .  существуют такие числа с 1 , с2 , • • •  , Сп , что справедливы 
равенства 

а 1 1 с 1 + а 1 2с2 + . . .  + а 1 пСп = Ь 1 ,  
а2 1  C t  + а22с2 + . . .  + а2nСп = Ь2 , (3.9) 

Обозначим через r ранг основной матрицы системы (3. 1 )  и рассмотрим 
линейную оболочку L r базисных столбцов этой матрицы. В силу 
теоремы 1 .6 о базисном миноре любой столбец основной матрицы 
принадлежит указанной линейной оболочке L . Иными словами ,  любой 
столбец расширенной матрицы (3 .8) , кроме последнего ее столбца, 
принадлежит указанной линейной оболочке L. 

Из равенств (3.9) следует, что и последний столбец расширенной 
матрицы (3.8) принадлежит линейной оболочке L (ибо этот последний  
столбец в силу равенств (3.9) линейно выражается через все столбцы 
основной матрицы и поэтому линейно выражается через ее базисные 
столбцы) .  Таким образом, все столбцы расширенной матрицы (3 .8) 
принадлежат указанной линейной оболочке L . В п. 2 § 3 гл . 2 мы уже 
установили ,  что размерность указанной линейной оболочки L равна r. 
Это означает, что любые r + 1 столбцов расширенной матрицы (3.8) 
линейно зависимы ,  т. е .  ранг расширенной матрицы (равный  макси­
мальному числу линейно независимых столбцов этой матрицы) также 
равен числу r. Необходимость доказана .  

2) Д о  с т  а т  о ч н о  с т  ь .  Пусть ранги основной и расширенной мат­
риц совпадают. Тогда r базисных столбцов основной матрицы бу­
дут являться базисными столбцами и расширенной матрицы (3.8) 2) . 
По теореме 1 .6 о базисном миноре, последний  столбец расширенной 
матрицы (3.8) представляет собой некоторую линейную комбинацию 
указанных r базисных столбцов .  Стало быть, последний столбец рас­
ширенной матрицы (3.8) представляет собой некото�ую линейную ком­
бинацию и всех столбцов основной матрицы (3 .2) ) , т .  е .  существуют 
числа с 1 , с2 , • • •  , сп такие, что справедливы равенства (3.9) . Послед­
ние равенства означают, что числа с 1 , с2 , . • •  , сп представляют собой 
решение системы (3. 1 ) , т. е . эта система является совместной .  Теорема 
полностью доказана . 

1 ) Леопольд Кронекер ( 1 823- 1 89 1 ) - немецкий  математик, Альфред Капел­
ли ( 1 855- 1 9 1 0) - итальянский математик.  

2) Ибо указанные r базисных столбцов линейно независимы,  а большего 
чем r числа линейно независимых столбцов расширенная матрица не имеет. 

3) Не изменяя линейной комбинации r базисных столбцов, мы можем доба­
вить к ней все небазисные сто.пбцы с множителями ,  равными нулю. 
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§ 2 . Отыскание решений линейной системы 
Теорема Кронекера-Капелли устанавливает необходимое и доста ­

точное условие совместности линейной системы,  но не дает способа 
нахождения решений  этой системы .  

В этом параграфе мы  займемся отысканием решений линейной 
системы (3 . 1 ) .  Сначала мы  рассмотрим простейший случай квадрат­
ной системы линейных уравнений  с отличным от нуля определителем 
основной матрицы,  а затем перейдем к отысканию совокупности всех 
решений  общей линейной системы вида (3. 1 ) .  

1 .  Квадратная система линейных уравнений с определителем 
основной матрицы, отличным от нуля. Пусть дана квадратная си­
стема линейных уравнений 

а 1 1 х 1 + а 1 2 Х2 + . . .  + a 1 nXn = Ь 1 , 
az 1 X 1  + а.22 х2 + . . . + aznXn = Ь2 . (3. 1 0) 
an 1 X 1  + an2X2 + . . .  + annXn = Ьn 

с отличным от нуля определителем д основной матрицы 
а 1 1  а 1 2 • • •  a i n  

А = а2 1 а22 • . . a2n (3 . 1 1 ) 

Докажем,  что такая система имеет, и притом единственное, реше­
ние, и найдем это решение. Сначала докажем, что система (3. 1 О) может 
иметь только одно решение (т. е. докажем единственность решения 
системы (3 . 1 0) в предположении его существования) . 

Предположим ,  что существуют какие-либо n чисел х 1 , х2 , • • •  , Xn 
такие, что при подстановке этих чисел в систему (3. 1 0) все уравнения 
этой системы обращаются в тождества (т. е .  существует некоторое ре­
шение системы (3 . 1 0) х 1 , х 2 , . • •  , xn) · Тогда , умножая тождества (3. 1 0) 
соответственно на алгебраические дополнения A t j . A2j • . . .  , Anj эле­
ментов j - го столбца определителя д матрицы (3 . 1 1 ) и складывая затем 
получающиеся при этом тождества , мы получим (для любого номера j ,  
равного 1 ,  2 ,  . . .  , n) 
n 
L Xi (a l iA t j + a2iA2j + . . . + aniAnj ) = b 1 A t j  + b2A2j + . . . + ЬnAnj · 
i= I  

Учитывая ,  что сумма произведений элементов i -го столбца на соответ­
ствующие алгебраические дополнения элементов j -го столбца равна 
нулю при i =Р j и равна определителю д матрицы (3 . 1 1 ) при i = j 1 ) , 
мы  получим  из последнего равенства 

(3. 1 2) 

1 ) См . свойство 4° из n . 4 § 2 гл . ! .  
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Обозначим символом д1 (Ьi ) (или, более кратко, символом д1 ) 
определитель, получающийся из определителя д основной матрицы 
(3 . 1 1 ) заменой его j -го столбца столбцом из свободных членов 
Ь 1 , Ь2 ,  . . .  , Ьn (с сохранением без изменения всех остальных столб­
цов д) . 

Заметим ,  что в правой части (3 . 1 2) стоит именно определитель 
Л1 (Ьi )  1 ) , и это равенство принимает вид 

х1Л  = л1 (j = 1 ,  2 ,  . . .  , п) . (3. 1 3) 

Поскольку определитель д матрицы (3 . 1 1 ) отличен от нуля ,  равен­
ства (3. 1 3) эквивалентны соотношениям 

л Xj = /.. (j = l , 2, . . .  , n) . (3 . 1 4) 

Итак, мы  доказали ,  что если решение х 1 , х2 , . . .  , Xn системы (3. 1 0) 
с определителем д основной матрицы (3 . 1 1 ) ,  отличным от нуля, 
существует, то это решение однозначно определяется формула­
ми (3 . 1 4) .  

Формулы (3. 1 4) называются формулами Крамера 2) . 
Еще раз подчеркнем ,  что формулы Крамера пока получены нами 

в предположении существования решения и доказывают его единствен­
ность . 

Остается доказать существование решения системы (3. 1 0) .  Для 
этого в силу теоремы Кронекера-Капелли достаточно доказать,  что 
ранг основной матрицы (3 . 1 1 ) равен рангу расширенной матрицы 3) 

а 1 1  а 1 2  • . •  a i n Ь 1 
az 1 azz . . . azn Ь2 (3. 1 5) 
an t anz . . . ann Ьn 

но это очевидно, ибо в силу соотношения  д f= О, ранг основной матри­
цы равен п ,  а ранг содержащей п строк расширенной матрицы (3. 1 5) 
больше числа п быть не может и потому равен рангу основной 
матрицы. 

Тем самым полностью доказано, что квадратная система линей­
ных уравнений (3. 1 0) с определителем основной матрицы, отличным 
от нуля, имеет, и притом единственное, решение, определяемое 
формулами Крамера (3 . 1 4) .  

1 ) Чтобы убедиться в этом, достаточно записать разложение определителя 
Л; (Ь; )  по элементам i-го столбца . 

2) Габриель Крамер ( 1 704- 1 752) - швейцарский математик. 
3) Существует и другой способ доказательства существования решения 

системы (3 . 10) ,  заключающийся в проверке того, что числа z 1 , х2 , . . .  , Xn , 
определяемые формулами Крамера (3. 1 4) ,  обращают в тождества все уравнения 
системы (3. 1 0) . 
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Доказанное нами утверждение еще проще устанавливается матрич­
ным способом .  Для того чтобы сделать это, заменим (как и в п .  1 § 1 )  
систему (3 . 1 О) эквивалентным ей матричным уравнением 

АХ = В, (3 . 1 6) 
где А - основная матрица системы (3 . 1 1 ) ,  а Х и В - столбцы, 

Xn 
первый из которых подлежит определению, а второй задан .  

Так как определитель д матрицы А отличен от  нуля ,  то  существует 
обратная матрица А- 1 (см . п. 7 § 2 гл . 1 ) . 

Предположим ,  что существует решение системы (3 . 10) , т. е. су­
ществует столбец Х ,  обращающий в тождество матричное уравне­
ние (3 . 1 6) .  Помножая указанное тождество слева на обратную матри­
цу д- 1, будем иметь 

А- 1 (АХ) = А- 1 В . (3 . 1 7) 
Учтем теперь, что в силу сочетательного свойства произведения трех 
матриц (см . п. 2 § 1 гл . 1 ) и в силу соотношения А- А = Е, где Е -
единичная матрица (см . п .  7 § 2  гл . 1 ) , А- 1 (АХ) = (А- 1 А)Х = ЕХ = 
= Х ,  так что мы  получим  из (3 . 1 7) 

х = л- 1 в .  (3 . 1 8) 
Развертывая равенство (3 . 1 8) и учитывая вид обратной матрицы 1 ) , мы 
и получим для элементов столбца Х формулы  Крамера . 

Итак ,  мы  доказали ,  что если решение матричного уравнения (3 . 1 6) 
существует, то оно однозначно определяется соотношением (3 . 1 8) ,  эк­
вивалентным  формулам Крамера . 

Легко проверить,  что столбец Х ,  определяемый соотношением 
(3 . 1 8) , в самом деле я вляется решением матричного уравнения (3. 1 6) ,  
т .  е .  п р и  подстановке в это уравнение обращает его в тождество. В са­
мом деле ,  если столбец Х определяется равенством (3 . 1 8) , то АХ = 
= А(А- 1 В) =  (АА- 1 ) В = ЕВ = В . 

Итак ,  если определитель д матрицы А отличен от нуля (т. е. ес­
ли эта матрица является невырожденной) ,  то существует, и при­
том единственное, решение матричного уравнения (3 . 1 6) , определя­
емое соотношением (3 . 1 8) , эквивалентным формулам Крамера . 

П р  и м  е р . Найдем решение квадратной системы линей ных ура в -
нений  

х 1 + 2х2 + 3хз + 4х4 = 30, 
-х 1 + 2х2 - 3хз + 4х4 = 1 0, 

Х2 - Х3 + Х4 = 3, 
х 1 + х2 + хз + х4 = 1 0 

1 ) См . формулу ( 1 .4 1 )  из n .  7 § 2 гл . 1 .  
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с отличным о т  нуля определителем основной матрицы 
1 2 3 4 

Л =  - 1  2 -3  4 = -4. о 1 - 1  1 
1 1 1 1 

Поскольку 
30 2 3 4 1 30 3 4 

Л 1 = - 1  2 3 4 = -4,  Л2 = - 1  1 0  - 3  4 = -8 , 
3 1 - 1  1 о 3 - 1  1 
1 0  1 1 1 1 1 0  1 1 

1 2 30 4 1 2 3 30 

Лз = - 1  2 1 0  4 = - 1 2 ,  д4 = - 1  2 -3 10  = - 1 6, о 1 3 1 о 1 - 1  3 
1 1 1 0  1 1 1 1 1 0  

то , в силу формул Крамера , единственное решение рассматриваемой 
системы имеет вид х 1 = 1 ,  х2 = 2,  х3 = 3,  х4 = 4 .  

Основное значение формул Крамера состоит в том , что они  дают 
явное выражение для решения квадратной системы линейных урав­
нений  (с определителем ,  отличным от нуля) через коэффициенты 
уравнений и свободные члены .  Практическое использование формул 
Крамера связано с довольно громоздкими вычислениями (для реше­
ния системы п уравнений с п неизвестными приходится вычислять 
(п + 1 )  определитель n-го порядка) .  К этому следует добавить, что 
если коэффициенты уравнений и свободные члены представляют собой 
лишь приближенные значения каких - либо измеряемых физических 
величин или округляются в процессе вычислений ,  то использование 
формул Крамера может привести к большим ошибкам и в ряде случаев 
является нецелесообразным .  

В § 4 гл . 4 будет изложен метод регуляризации ,  принадлежащий 
А .  Н .  Тихонову и позволяющий находить решение линейной системы 
с точностью, соответствующей точности задания  матрицы коэффици­
ентов уравнений  и столбца свободных членов, а в гл . 6 дается пред­
ставление о так называемых итерационных методах решения линейных 
систем , позволяющих решать эти системы при помощи последователь­
ных приближений неизвестных.  

В заключении отметим .  что в этом пункте мы исключили из рас­
смотрения случай обращения в нуль  определителя д основной мат­
рицы системы (3. 1 0) .  Этот случай будет содержаться в общей теории  
систем m линейных уравнений с п неизвестными ,  излагаемой в следу­
ющем пункте. 

2.  Отыскание всех решений общей линейной системы. Рассмот­
рим теперь общую систему m линейных уравнени й  с п неизвестны­
ми  (3. 1 ) .  Предположим ,  что эта система совместна и что ранг ее основ­
ной и расширенной матриц равен числу r. Не ограничивая общности,  
мы можем предположить, что базисный минор основной матрицы (3 .2) 
находится в левом верхнем углу этой матрицы (общий случай сводится 



72 СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ [ гл . 3 

к этому случаю посредством перестановки в системе (3 .  l )  уравнений 
и неизвестных) .  

Тогда первые r строк как основной матрицы (3.2) , так и расширен­
ной матрицы (3 .8) я вляются базисными строками  этих матриц 1 ) , и ,  по 
теореме 1 .6 о базисном миноре, каждая из строк расширенной матри­
цы (3 .8) , начиная с (r + 1 ) - й  строки,  является линейной комбинацией 
первых r строк этой матрицы .  

В терминах системы (3 . 1 )  это означает, что каждое из уравнений  
этой системы,  начиная с ( r + 1 ) - го уравнения ,  является линейной 
комбинацией (т. е .  следствием) первых r уравнений  этой системы (т. е. 
всякое решение первых r уравнений системы (3. 1 )  обращает в тож­
дества и все последующие уравнения этой системы) . 

Таким образом , достаточно найти все решения лишь первых r урав­
нений  системы (3 . 1 ) . Рассмотрим первые r уравнений системы (3. 1 ) ,  
записав их в виде 

а 1 1 х 1 + а 1 2х2 + " . + a 1 rXr = Ь 1 - a l (r+ l ) Xr+ I - " . - a 1nXn , 
а2 1 Х 1 + а22Х2 + . . .  + a2rXr = Ь2 - a2(r+ t ) Xr+ I - . . .  - a2nXn , (3. 1 9) 
ar 1 X 1  + ar2X2 + " . + arrXr = Ьr - ar(r+ l ) Xr+ I - " . - arnXn . 

Если мы  придадим неизвестным Xr+ I • . . . , Xn совершенно произ­
вольные значения cr+ 1 , " . , cn , то система (3. 1 9) превратится в квад­
ратную систему r линейных уравнений для r неизвестных х , , х2 , " • 
. . . , Xr , причем определителем основной матрицы этой системы явля­
ется отличный от нуля базисный  минор матрицы (3.2) . В силу ре­
зультатов предыдущего пункта ,  эта система (3 . 1 9) имеет единственное 
решение,  определяемое формулами  Крамера , т. е. для произвольно вы­
бранных Cr+ 1 . " . , cn существует единственная совокупность r чисел 
с 1 , с2 , • • •  , cr .  обращающих в тождества все уравнения системы (3. 1 9) 
и определяющихся формулами  Крамера . 

Чтобы записать это единственное решение, договоримся обозначать 
символом Mj (di ) определитель ,  получающийся из базисного минора М 
матрицы (3 .2)  заменой его j - го столбца столбцом из чисел d 1 , d2 , . . .  
. . . , di • . . .  , dr (с сохранением без изменения всех остальных столб­
цов М) .  Тогда , записывая решение системы (3 . 1 9) с помощью формул 
Крамера и пользуясь линейным свойством определителя ,  мы получим 

1 Cj = м Mj (Ьi - ai (r+ J ) Cr+ I - " . - ainCn ) = 
1 = М [Mj (b; ) - Cr+ I Mj (ai(r+ I ) ) - " . - CnMj (ain ) ] (3. 20) 

(j = l ,  2 , " . , r ) . 

1 ) Так как ранги основной и расширенной матриц оба равны r, то базисный 
минор основной матрицы будет одновременно я вляться базисным минором 
и расширенной матрицы . 
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Формулы (3.20) выражают значения неизвестных х; = с; (j = l ,  2, . . .  
. . . , r) через коэффициенты при неизвестных, свободные члены и про­
извольно заданные параметры Cr+ I • . . .  , cn . 

Докажем, что формулы (3 .20) содержат любое решение системы 
(3. 1 ) .  В самом деле, пусть с? . cg , . . .  , с� . c�+ I ' " . .  , с� - произвольное 
решение указанной системы .  Тогда оно я вляется решением и систе­
мы (3. 1 9) .  Но из системы (3 . 1 9) величины с? , cg , . . .  , с� определяются 
через величины с�+ 1 , • • • , с� однозначно и именно по формулам Краме­
ра (3.20) . Таким образом , при Cr+ I = c�+ I • . . . , Cn = с� формулы (3.20) 

о о о о о дают нам как раз рассматриваемое решение с 1 , с2 , . . . , cr , cr+ I  • . . . , cn . 
3 а м е ч  а н  и е. Если ранг r основной и расширенной матриц си­

стемы (3. 1 )  равен числу неизвестных n, то в этом случае соотноше­
ния (3.20) переходят в формулы 

CJ. = Мзм- (Ь; ) ( . l 2 n) J = ' , . . . ' ' 
определяющие е д и н с т в е н н о е  решение системы (3. 1 ) . Таким об­
разом , система (3. 1 )  имеет единственное решение (т. е. является 
определенной) при условии, что ранг r основной и расширенной ее 
матриц равен числу неизвестных n (и меньше числа уравнений т 

или равен ему) . 
П р  и м  е р . Найдем все решения линейной системы 

Х )  - Х2 + Х3 - Х4 = 4 , 
х 1 + х2 + 2хз + 3х4 = 8 ,  

2х 1  + 4х2 + 5хз + l Ox4 = 20, 
2х 1  - 4х2 + хз - 6х4 = 4 .  

(3.2 1 )  

Нетрудно убедиться в том , что ранг  как основной , так и расш иренной 
матрицы этой системы равен двум (т. е .  эта система совместна ) ,  причем 
можно считать, что базисный миноr м стоит в левом верхнем углу 
основной матрицы , т. е .  М = 1 : ) 1 = 2 . Но тогда , отбрасывая два 
последних уравнения и задавая произвольно с3 и с4 , мы получим си­
стему 

X J - Х2 = 4 - С3 + С4 , 
х 1  + х2 = 8 - 2сз - 3с4 , 

из которой в силу формул Крамера получаем значения 

Таким образом , четыре числа 

( 3 
1 6 - 2 С3 - С4 , 2 - 2 С3 - 2с4 , 

(3.22) 

(3.23) 

при произвольно заданных значениях с3 и с4 образуют решение систе­
мы (3 .2 1 ) , причем строка (3 .23) содержит все решения  этой системы .  
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3. Свойства совокупности решений однородной системы. Рас­
смотрим теперь однородную систему т линейных уравнений с п неиз­
вестными (3 .7) ,  предполагая ,  как и выше, что матрица (3.2) имеет 
ранг, равный  r, и что базисный минор М расположен в левом верхнем 
углу этой матрицы.  Поскольку на этот раз все bi равны нулю, вместо 
формул (3 .20) мы получим  следующие формулы :  

1 Cj = - М [cr+ I Mj (ai (r+ I ) ) + . . .  + CnMj (ain )] (j = 1 ,  2, . . .  , r) , (3 .24) 

выражающие значения неизвестных Xj = Cj (j = 1 ,  2 ,  . . .  , r) через 
коэффициенты при неизвестных и произвольно заданные значения 
Cr+ I • . . .  , Сп · В силу доказанного в предыдущем пункте формулы (3 .24) 
содержат любое решение однородной системы (3 .7) .  

Убедимся теперь в том ,  что совокупность всех решений однород­
ной системы (3. 7) образует линейное пространство. 

п х - ( ( 1 )  ( 1 ) ) х - ( (2) (2) ) усть 1 - х 1 , . . .  , Xn и 2 - х 1 , • . .  , Xn - два произволь-
ных решения однородной системы (3. 7) ,  а Л - любое вещественное 
ч исло. В силу того, что каждое решение однородной системы (3. 7) 
я вляется элементом линейного пространства An всех упорядоченных 
совокупностей п чисел , достаточно доказать, что каждая из двух 
совокупностей 

и ЛХ1 = (лх\ 1 > . . . .  , Лх�1 ) ) 
также является решением однородной системы ( 3 .  7) . 

Рассмотрим любое уравнение системы (3 .7) , например i -e уравне­
ние, и подставим в это уравнение на место неизвестных элементы ука­
занных совокупностей .  Учитывая,  что Х1 и Х2 - решения однородной 
системы ,  будем иметь 

:Ё aij [ хУ ) + x}2J ] = :Ё aij xY ) + :Ё aij x}2) = О, 
j= I  j= I  j= I  

n 
[ ( 1 ) ] 

n ( 1 ) 'Е aij Лх1 = Л 'Е aijXj = О, 
j= I  j= I  

а это и означает, что совокупности Х1 + Х2 и ЛХ 1 являются решени­
ями  однородной системы (3 .7) . 

Итак ,  совокупность всех решений однородной системы (3 .7) обра ­
зует ли нейное пространство, которое мы обозначим символом R. 

Найдем размерность этого пространства R и построим в нем базис . 
Докажем,  что в предположении о том , что ранг  матрицы однородной 

системы (3 .7) равен r ,  линейное пространство R всех решений од­
нородной системы (3. 7) изоморфно линейному пространству А n-r  
всех упорядоченных совокупностей (п - r ) чисел 1 ) .  

1 ) Пространство Am введено в примере 3 n .  1 § 1 гл . 2 .  
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Поставим в соответствие каждому решению (с 1 , . . . , Cr , cr+ I • . . .  
. . .  , сп ) однородной системы (3 .7) элемент (cr+ I • . . .  , сп )  пространства 
А (п-r>. Поскольку числа Cr+ 1 , • • •  , сп могут быть выбраны произвольно 
и при каждом выборе с помощью формул (3 .24) однозначно опре­
деляют решение системы (3. 7) , то установленное нами соответствие 
я вляется взаимно однозначным. Далее заметим ,  что если элементы 
( ( 1 ) ( 1 ) ) ( (2) (2) ) Ап-r cr+ I • . . .  , сп и cr+ I • . . . , Сп пространства отвечают элемен-
там (с\ 1 > ,  . . .  , с�1 > ,  с�� 1 • . . •  , с� > ) и ( с\2> , . . .  , с�2> , с�� 1 , . • . , с!?> ) про­
странства R, то из формул (3 .24) сразу же следует, что элементу 
( ( 1 ) (2) ( 1 ) (2) ) ( ( 1 ) (2) ( \ ) cr+ I + cr+ I • . . . , Сп + Сп отвечает элемент с 1 + с 1 , . . .  , Cr + 
+ с�2) , с�� 1 + с�� 1 • • • •  , с� ) + с�> ) , а элементу (>.с�� 1 • • • •  , >.с� ) ) при 

( \ ( \ ) \ ( \ ) \ ( \ ) любом вещественном >. отвечает элемент лс 1 , • • •  , лсr , лcr+ I • . . .  
. . . , >.с�1 > ) . Тем самым доказано, что установленное нами соответствие 
является изоморфизмом . 

Итак ,  линейное пространство R всех решений однородной 
системы (3. 7) с n неизвестными и рангом основной матрицы, 
равным r ,  изоморфно пространству Ап-r и ,  стало быть, имеет 
размерность n - r. 

Любая совокупность из ( n - r) линейно независимых решений 
однородной системы (3. 7) образует (в силу теоремы 2.5) базис 
в пространстве R всех решений и называется фундаментальной 
совокупностью решений однородной системы (3 .7) . 

Для построения фундаментальной совокупности решений можно 
отправляться от любого базиса пространства Ап-r. Отвечающая этому 
базису совокупность решений системы (3 . 7 ) ,  в силу изоморфизма, бу­
дет линейно независимой и поэтому будет я вляться фундаментальной 
совокупностью решений .  

Особо выделяют фундаментальную совокупность решений  систе­
мы (3 .7) , отвечающую простейшему базису е 1 = ( l ,  О, О, . . .  , О) , е2 = 
= (О, 1 ,  О, . . .  , О) , . . .  , еп-r = (О, О , О, . . . , 1 ) пространства Ап-r и на­
зываемую нормальной фундаментальной совокупностью решений 
однородной системы (3 .7) . 

При сделанных выше предположениях о ранге и расположении 
базисного минора , в силу формул (3 .24) , нормальная фундаментальная 
совокупность решений  однородной системы (3. 7) имеет вид: 

Xi = (- M1 (a�r+ 1 ) ) , . . . ' _  Mr (a,;;r+ I ) ) ' ! , О, . . .  , О) , 

Х2 = (- M1 (a�r+2> ) • . . .  , - Mr (�r+2> ) , О, ! , . . . , о) ' (3.25) 



76 СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ [ гл .  3 

По определен ию базиса любое решение Х однородной системы (3 .7) 
представимо в виде 

(3 .26) 
где С1 , С2 , . . . , Cn-r - некоторые постоянные.  Поскольку в формуле 
(3 .26) содержится любое решение однородной системы (3 . 7) ,  то эта 
формула дает о б  щ е е  р е  ш е н и е рассматриваемой однородной си­
стемы .  

П р  и м  е р . Рассмотрим однородную систему уравнений :  
х 1 - х2 + хз - Х4 = О, 

х 1 + х2 + 2хз + 3х4 = О, 
2х 1 + 4х2 + 5хз + I Ox4 = О, 
2х 1 - 4х2 + хз - 6х4 = О, 

(3 .27) 

соответствующую неоднородной системе (3 .2 1 ) ,  разобранной в примере 
в конце предыдущего пункта . Там мы выяснили ,  что ранг r матрицы 
этой системы равен двум,  и взяли в качестве базисного минор, стоящий 
в левом верхнем углу указанной матрицы. 

Повторяя рассуждения , проведенные в конце предыдущего пункта , 
мы  получим вместо формул (3 .22) соотношения 

справедливые при произвольно выбранных с3 и с4 • С помощью этих 
соотношений  (полагая  сначала с3 = 1 , с4 = О, а затем с3 = О, с4 = 1 ) мы 
получим нормальную фундаментальную совокупность двух решений 
системы (3 . 27) :  

Х1 = (- � ,  -� , 1 , о) , Х2 = (- 1 , -2, О ,  1 ) .  

Общее решение однородной системы (3 .27) имеет вид 

Х = С1 (- � , - � , 1 . о) + с2 (- 1 , -2 , О, 1 ) ,  (3 .28) 

где С1 и С2 - произвольные постоянные .  
В заключение этого пункта установим связь между решениями 

неоднородной линейной системы (3 . 1 ) и соответствующей ей однород­
ной системы (3. 7) 1 ) . Докажем следующие д в а  у т в  е р  ж д е  н и  я .  

1 °. Сумма любого решения неоднородной системы (3 . 1 ) с любым 
решением соответствующей однородной системы (3 .7) представля­
ет собой решение системы (3 . 1 ) . 

В самом деле ,  если с 1 , • • •  , cn - решение системы (3 . 1 ) ,  а d 1 , • • • 
. . . , dn - решение соответствующей ей однородной системы (3 . 7) ,  то, 

1 ) С теми  же самыми коэффициентами при неизвестных. 
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подставив в любое (например, в i -e) уравнение системы (3 . 1 ) на место 
неизвестных числа с 1 + d 1 , . . .  , сп + dп , получим 

п п п 
L aij (Cj + dj ) = L aij Cj + L aij dj = bi + О =  bi , 
j= I  j= I  j= I  

что и требовалось доказать. 
2°. Разность двух произвольных решений неоднородной систе­

мы (3 . 1 ) является решением соответствующей однородной систе­
мы (3 . 7) . 

В самом деле , если с\ ,  . . .  , с� и с)' , . . .  , с� - два произвольных 
решения системы (3 . 1 ) , то , подставив в любое (например, в i-e) урав­
нение системы (3 . 7) на место неизвестных числа с\ - с\' , . . .  , с� - с� , 

получим 
п п п 
L aij (cj - cj) = L aij cj - L aij c'J = bi - bi = О, 
j= I  j= I  j= I  

что и требовалось доказать . 
Из доказанных утверждений вытекает, что, найдя одно решение 

неоднородной системы (3 . 1 ) и складывая его с каждым решением 
соответствующей однородной системы (3 . 7) ,  мы получим все реше­
ния неоднородной системы (3 . 1 ) . 

Другими словами ,  сумма частного решения неоднородной систе­
мы (3 . \ )  и общего решения соответствующей однородной системы 
(3 . 7) дает общее решение неоднородной системы (3 . 1 ) . 

В качестве частного решения неоднородной системы (3 . 1 ) есте­
ственно взять то его решение 1 ) 

Хо = ( м�;:;) . . . . . М�Ь; ) . О, О, . . . • о) ' (3 .29) 

которое получится , если в формулах (3 .20) положить равными нулю 
все числа cr+ t • . . .  , сп . Складывая это частное решение с общим ре­
шением (3 .26) соответствующей однородной системы , мы получим сле­
дующее выражение для общего решения неоднородной системы (3 . 1 ) :  

Х = Хо + С1 Х 1 + С2Х2 + . . . + Сп-rХп-r ·  (3 .30) 
В этом выражении Хо обозначает частное решение (3 .29) ,  С1 , С2 , . . . 
. . . , Сп-r - произвольные постоя нные, а Х1 , Х2 , . . .  , Хп-r � элемен­
ты нормальной фундаментальной совокупности решений (3 .25) соот­
ветствующей однородной системы .  

Так, для рассмотренной в конце предыдущего пункта неоднородной 
системы (3 . 2 1 ) частное решение вида (3 .29) равно Хо = (6, 2 ,  О, О) . 
Складывая это частное решение с общим решением (3 .28) соответ-

1 ) При этом предполагается ,  как и выше, что ранги основной и расширенной 
матриц системы (3. 1 )  равны r и что базисный минор находится в левом 
верхнем углу этих матриц . 
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ствующей однородной системы (3 .27) ,  мы  получим следующее общее 
решение неоднородной системы (3 .2 1 ) :  

Х = (6 ,  2 ,  О ,  О) + С, (- � . - � . 1 ,  о) + C2 (- I ,  -2, О ,  1 ) .  

Здесь С1 и С2 - произвольные постоянные .  
4. Заключительные замечания о решении линейных систем. 

Развитые в предыдущих пунктах методы решения линейных систем 
упираются в необходимость вычисления ранга матрицы и нахождения 
ее базисного минора . После того , как базисный  минор найден, решение 
сводится к технике вычисления определителей и к использованию 
формул Крамера . 

Для вычисления ранга матрицы можно использовать следующее 
правило: при вычислении ранга матрицы следует переходить от 
миноров меньших порядков к минорам больших порядков; при этом, 
если уже найден отличный от нуля минор М порядка k ,  то требу­
ют вычисления лишь миноры порядка (k + 1 ) ,  окаймляющие 1 ) этот 
минор М; в случае равенства нулю всех окаймляющих миноров 
порядка (k  + 1 )  ранг матрицы равен k 2) . 

Укажем и другое правило вычисления ранга матрицы.  Заметим ,  что 
со строками  (столбцами)  матрицы можно производить три элементар­
ные операции, не изменяющие ранга этой матрицы:  1 )  перестановку 
двух строк (или двух столбцов) ,  2) умножение строки (или столбца) 
на любой отличный от нуля множитель ,  3) прибавление к одной строке 
(столбцу) произвольной линейной комбинации других строк (столб­
цов) 3) . 

Будем говорить,  что матрица i l aij l l . содержащая т строк и п 
столбцов,  имеет диагональный вид, если равны нулю все ее элементы, 
отличные от а 1 1 ,  а22 · " . , arr • где r = min { m, п }. Ранг такой матрицы, 
очевидно, равен r.  

Убедимся в том ,  что посредством трех элементарных операций 
любую матрицу 

А =  l l ·� 1 ·1 · . : '. ' . . .  � 1 �. 1 1 am 1 . . .  amn (3 . 3 1 )  

можно привести к диагональному виду (что и позволяет вычислить 
ее ранг) .  

1 ) То есть содержащие внутри себя минор М. 
2) В самом деле, в указанном случае все строки (столбцы) матрицы при­

надлежат линейной оболочке ее k строк (столбцов) , на пересечении которых 
стоит минор М, а размерность указанной линейной оболочки равна k. 

3) Эти три операции не изменяют ранга матрицы вследствие того, что 
операции 1 )  и 2) не изменяют максимального числа линейно независимых 
строк (столбцов) матрицы,  а операция 3) обладает тем свойством , что линейная 
оболочка всех строк (столбцов) , имевшихся до проведения этой операции ,  
совпадает с линейной оболочкой всех строк (столбцов), полученных после 
проведения этой операции . 



§ 2 ]  ОТЫСКАНИЕ РЕШЕНИЙ ЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ 79 

В самом деле, если все элементы матрицы (3 .3 1 )  равны нулю, то 
эта матрица уже приведена к диагональному виду. Если же у мат­
рицы (3 .3 1 )  есть отличные от нуля элементы ,  то путем перестановки 
двух строк и двух столбцов можно добиться того , чтобы был отличен 
от нуля элемент а 1 1 .  Умножая после этого первую строку матрицы 
на а ;-1 1 , мы превратим элемент а 1 1  в единицу. Вычитая  далее из j-го 
столбца матрицы (при j = 2, 3, . . .  , п) первый столбец, умноженный на 
a 1 j , а затем вычитая из i-й строки (при i = 2 ,  3, . . .  , n) первую строку, 
умноженную на а; 1 , мы получим вместо (3 .3 1 )  матрицу следующего 
вида : 

1 

о 

о 

о о 

Совершая уже описанные нами операции с матрицей ,  взятой в рамку, 
и продолжая действовать аналогич ным способом , мы после конечного 
числа шагов получим матрицу диа гонального вида . 

Изложенные в предыдущих пунктах методы решения линейных 
систем ,  использующие, в конечном итоге , аппарат формул Крамера, 
могут привести к большим погрешностям в случае, когда значения ко­
эффициентов уравнений и свободных членов заданы приближенно или 
когда производится округление этих значений в процессе вычислений .  
В первую очередь это относится к случаю, когда матрица,  отвечающая 
основному определителю (или базисному минору} , я вляется плохо обу­
словленной (т. е. когда «малым»  изменениям элементов этой матрицы 
отвечают «большие» изменения элементов обратной матрицы) . Есте­
ственно, что в этом случае решение линейной системы будет неустой­
чивым (т. е .  «малым»  изменениям значений  коэффициентов уравнений 
и свободных членов будут отвечать «большие» изменения решения) .  
Отмеченные обстоятельства приводят к необходимости разработки как 
других (отличных от формул Крамера) теоретических алгоритмов отыс­
кания решения ,  так и численных методов решения линейных систем. 

В § 4 гл . 4 мы  познакомимся с методом регуляризации А .  Н. Тихо­
нова отыскания так называемого нормального (т. е .  наиболее близкого 
к началу координат) решения линейной системы .  

В гл . 6 будут изложены основные сведения о так называемых ите­
рационных методах решения линейных систем ,  позволяющих решать 
эти системы при помощи последовательных приближений неизвестных. 
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ЕВКЛИДОВЫ ПРОСТРАНСТВА 

Из курса а налитической геометрии  читатель знаком с понятием 
скалярного произведения двух свободных векторов и с четырьмя ос­
новными свойствами  указанного скалярного произведения .  В насто­
ящей главе изучаются линейные пространства любой природы , для 
элементов которых каким-либо способом (причем безразлично каким) 
определено правило, ставящее в соответствие любым двум элементам 
число , называемое скалярным произведением этих элементов. При 
этом важно только, чтобы это правило обладало теми же четырьмя 
свойствами ,  что и правило составления скалярного произведения двух 
свободных векторов .  Линейные пространства , в которых определено 
указанное правило, называются евклидовыми пространствами. В на ­
стоящей главе выясняются основные свойства произвольных евклидо­
вых пространств. 

§ 1 . Вещественное евклидово пространство 
и его простейшие свойства 

1 .  Определение вещественноrо евклидова пространства. 
Вещественное л инейное пространство R называется вещественным 
евклидовым пространством (или просто евклидовым простран­
ством) ,  если выполнены следующие два требования .  

I .  Имеется правило, посредством которого любым двум элементам 
этого пространства х и у ставится в соответствие вещественное число, 
называемое скалярным произведением этих элементов и обозначаемое 
символом (х, у) . 

I I .  Указанное правило подчинено следующим четырем аксиомам :  
1 °. (х, у) = (у , х) (переместительное свойство или симметрия) ;  
2°. (х 1 + х2 , у) = (х1 ,  у) + (х2 , у) (распределительное свойство) ;  
3°. (Лх, у) = Л (х, у) для любого вещественного Л; 
4°. (х, х) > О, если х - ненулевой элемент; (х, х) = О, если х -

нулевой элемент. 
Подчеркнем ,  что при введении понятия евклидова пространства мы 

абстрагируемся не только от природы изучаемых объектов , но и от 
конкретного вида правил образования суммы  элементов , произведения 
элемента на число и скалярного произведения элементов (важно лишь ,  
чтобы эти правила удовлетворяли восьми аксиомам линейного про­
странства и Четырем аксиомам скалярного произведения) . 
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Если же природа изучаемых объектов и вид перечисленных правил 
указаны,  то евклидово пространство называется конкретным. 

Приведем примеры конкретных евклидовых пространств. 
П р  и м  е р  1 .  Рассмотрим линейное пространство В3 всех свобод­

ных векторов. Скалярное произведение любых двух векторов опреде­
лим так, как это было сделано в аналитической геометрии  (т. е. как 
произведение длин этих векторов на косинус угла между ними) .  В кур­
се аналитической геометрии  была доказана справедливость для так 
определенного скалярного произведения аксиом 1° -4 ° 1 ) • Стало быть, 
Пространство В3 с так определенным скалярным произведением явля­
ется евклидовым пространством . 

П р и м  е р  2. Рассмотрим бесконечномерное линейное пространство 
С [а, Ь] всех функций x( t ) ,  определенных и непрерывных на сегменте 
а ::;;; t ::;;; Ь. Скалярное произведение двух таких функций x (t) и y(t) 
определим как интеграл (в пределах от а до Ь) от произведения этих 
функций 

ь 
J x(t) y(t ) dt . (4. 1 ) 
а 

Элементарно проверяется справедливость для так определенного ска­
лярного произведения аксиом 1° -4 °. В самом деле, справедливость 
аксиомы 1° очевидна ; справедливость аксиом 2° и 3° вытекает из ли­
нейных свойств определенного интеграла ;  справедливость аксиомы 4° 

ь 
вытекает из того, что интеграл J x2 (t ) dt от непрерывной неотрицатель-

а 
ной функции x2 (t ) неотрицателен и обращается в нуль лишь тогда , 
когда эта функция тождественно равна нулю на сегменте а ::;;; t ::;;; Ь 2) 
(т. е .  я вляется нулевым элементом рассматриваемого пространства) . 
Таким образом, пространство С [а, Ь] с так определенным скалярным 
произведением представляет собой бесконечномерное евклидово про­
странство . 

П р  и м  е р  3. Следующий пример евклидова пространства дает 
n-мерное линейное пространство дn упорядоченных совокупностей n 
вещественных чисел , скалярное произведение двух любых элементов 
х = (х 1 , х2 . " . , xn) и у =  (у 1 . у2 , " . , Yn ) которого определяется ра-
венством 

(х, у) = X J Y I + Х2У2 + " . + XnYn ·  (4.2) 

Справедливость для так определенного скалярного произведения ак­
сиомы 1 °  очевидна ; справедливость аксиом 2° и 3° легко проверяет­
ся достаточно вспомнить определение операций сложения элементов 

1 ) См.  выпуск •Аналитическая геометрия• ,  гл . 2 , § 2 ,  п. 3. 
2) См. выпуск •Основы математического анализа• ,  часть 1 ,  свойства 1° и 2° 

из п .  1 § 6 гл . 1 0. 
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и умножения их на числа : 

(х 1 , Х2 , · · · , Xn ) + (у 1 .  У2 · · · · , Yn ) = (х 1  + YI · Х2 + У2 · · · · , Xn + Yn ) , 
Л (х 1 , Х2 , • . •  , Xn ) = (Лх 1 , Лх2 , . . .  , Лхn) ; 

наконец , справедливость аксиомы 4° вытекает из того, что (х, х) = 
= ху + х� + . . .  + х� всегда является неотрицательным числом и обра ­
щается в нуль  лишь  при условии х 1 = х2 = . . .  = Xn = О. 

Рассмотренное в этом примере евклидово пространство часто обо­
значают сим волом En. 

П р  и м  е р  4 .  В том же самом линейном пространстве An введем 
скалярное произведение любых двух элементов х = (х 1 , х2 , . . . , хп ) 
и у =  (у 1 , у2 , . . .  , Yn ) не соотношением (4 .2) , а другим , более общим , 
способом . 

Для этого рассмотрим квадратную матрицу порядка п 

А = 
а 1 1  а 1 2  . . .  a 1 n  
az 1  az2 . . . azn (4 .3) 

Составим с помощью матрицы (4.3) однородный многочлен второго 
порядка относительно п переменных х 1 . х2 , . . .  , Xn 

n n 
L L aikX iXk . 
i= I  k= I  

(4 .4) 

Забегая вперед, отметим ,  что такой многочлен называется квадратич­
ной формой (порождаемой матрицей (4.3)) 1 ) .  

Квадратичная форма (4 .4) называется положительно определен­
ной , если она принимает строго положительные значения для всех 
значений  переменных х 1 , х2 , • . • , Xn , одновременно не равных нулю 2) .  
Так как при х 1  = х2 = . . . = Xn = О квадратичная форма (4 .4) , очевид­
но, равна нулю, то можно сказать ,  что положительно определенная 
квадратичная форма обращается в нуль лишь при условии х 1 
= Х2 = . . . = Xn = О .  

Потребуем ,  чтобы матрица (4 .3 )  удовлетворяла двум условиям .  
1 °. Порождала положительно определенную квадратичную фор­

му (4 .4) . 
2°. Была симметричной (относительно главной диагонали) ,  т. е. удо­

влетворяла условию aik = aki для всех i = l ,  2, . . .  , п и k = 1 ,  2, . . . , п .  
С помощью матрицы (4 .3) , удовлетворяющей условиям 1 °  и 2°, опре­

делим  скалярное произведение двух любых элементов х = (х 1 , х2 , . . . 

1 ) Квадратичные формы систематически изучаются в гл . 7 этой книги .  
2) В гл . 7 этой книги будет указано необходимое и достаточное условие 

положительной определенности квадратичной формы .  
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. . .  , Xn ) и у =  (Y t .  у2 • . . . , Уп ) пространства An соотношением 
n n (х, у) = L L aikXiYk · 

i= I k= I 
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(4.5) 

Легко проверить справедливость для так определенного скалярного 
произведения всех аксиом 1 ° -4°. В самом деле , аксиомы 2° и 3°, 
очевидно, справедливы при совершенно произвольной матрице (4.3) ; 
справедливость аксиомы 1 °  вытекает из условия симметричности мат­
рицы (4 .3) ,  а справедливость аксиомы 4° вытекает из того, что квад­
ратичная форма (4.4) , представляющая собой скалярное произведение (х, х) , является положительно определенной . 

Таким образом , пространство лп со скалярным произведением, 
определяемым равенством (4 .5) ,  при условии симметричности матри­
цы (4.3) и положительной определенности порождаемой ею квадратич­
ной формы ,  является евклидовым пространством.  

Если в качестве матрицы (4 .3)  взять единичную матрицу, то 
соотношение (4 .4) перейдет в (4 .2) , и мы получим евклидово простран­
ство En, рассмотренное в примере 3 .  

2.  Простейшие свойства произвольного евклидова прост­

ранства. Устанавливаемые в этом пункте свойства справедливы для 
совершенно произвольного евклидова пространства как конечной, так 
и бесконечной размерности .  

Теорема 4. t .  Для любых двух элементов х и у произвольного 
евклидова пространства справедливо неравенство 

(х, у) 2 � (х, х) (у, у) , (4 .6) 
называемое неравенством Коши-Буняковского. 

Д о  к а з  а т  е л ь  с т  в о .  Для любого вещественного числа >., в си­
лу аксиомы 4° скалярного произведения ,  справедливо неравенство (>.х - у, >.х - у) � О. В силу аксиом 1 ° -3°, последнее неравенство 
можно переписать в виде 

>.2 (х, х) - 2>. (х, у) + (у, у) � О. 
Необходимым и достаточным условием неотрицательности последнего 
квадратного трехчлена является неположительность его дискриминан­
та , т. е .  неравенство 1 ) 

(х, у) 2 - (х, х) (у, у) � О. (4.7) 
Из (4. 7) сразу же вытекает неравенство (4 .6) . Теорема доказана .  

Наша очередная задача - ввести в произвольном евклидовом про­
странстве понятие нормы (или длины) каждого элемента . Для этого 
введем понятие линейного нормированного пространства . 

1 ) В случае (х, х) = О квадратный трехчлен вырождается в линейную 
функцию, но в этом случае элемент х является нулевым,  так что (х, у) = О 
и неравенство ( 4. 7) также справедливо. 
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Определение.  Линейное пространство R называется нормирован­
ным, если выполнены следующие два требования .  

1 .  Имеется правило, посредством которого каждому элементу х 
пространства R ставится в соответствие вещественное число, назы­
ваемое нормой (или длиной) указанного элемента и обозначаемое 
символом l l x l l  · 

1 1 .  Указанное правило подчинено следующим трем аксиомам :  
l а. l l x l l  > О, если х - ненулевой элемент; l lx l l  = О, если х - нулевой 

элемент; 
2а. l l Лx l l  = I Л I l lx l l  для любого элемента х и любого вещественного 

числа Л; 
за. для любых двух элементов х и у справедливо следующее нера­

венство 
l lx + Y l l  :::;; l lx l l  + l lY l l . (4 .8) 

называемое неравенством треугольника (или неравенством Мин­
ковского) .  

Теорема 4.2.  Всякое евклидово пространство я вляется нормиро­
ванным ,  если норму любого элемента х в нем определить равенством 

l lx l l  = J(x , х) . (4.9) 

Д о  к а з  а т  е л ь  с т  в о .  Достаточно доказать, что для нормы ,  опреде­
ленной соотношением (4 .9) , справедливы аксиомы l а_за из определе­
ния нормированного пространства . 

Справедливость для нормы аксиомы l а сразу вытекает из 
аксиомы 4а скалярного произведения .  Справедливость для нормы 
аксиомы 2а почти непосредственно вытекает из аксиом l а и за 
скалярного произведения .  

Остается убедиться в справедливости для нормы аксиомы за, т. е .  
неравенства (4 .8 ) .  Будем опираться на неравенство Коши-Буняковско­
го (4 .6) , которое перепишем в виде 

i (x , Y) I  :::;; J(x , х) J(y, у) .  (4 . 7' )  

С помощью последнего неравенства , аксиом l а_4а скалярного произве­
дения и определения нормы получим 

l lx + Y l l  = J(x + у, х + у) = J(x, х) + 2{х, у) + (у, у) :::;; 

:::;; .j(x, х) + 2J{X,X) · J(Y.Y) + (у, у) = 

= J[J(x, х) + J(Y.Y)]2 = J(X,X) + J(y, у) = l lx l l  + l lY l l · 

Теорема доказана .  
С л е д  с т  в и е .  Во всяком евклидовом пространстве с нормой 

элементов, определяемой соотношением (4.9) , для любых двух эле­
ментов х и у справедливо неравенство треугольника (4.8) . 
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Заметим далее, что в любом в е щ е с т в е н н о м  евклидовом про­
странстве можно ввести понятие угла между двумя произвольными 
элементами х и у этого пространства . В полной аналогии с векторной 
алгеброй, мы назовем углом ip между элементами  х и у тот (изменя­
ющийся в пределах от О до � ) угол , косинус которого определяется 
соотношением 

cos t.p = (х, у) = (х, у) 
l lx l l  l lY l l  J(x, х) J(y, у) 

· 

Данное нами определение угла корректно, ибо в силу неравенства 
Коши-Буняковского ( 4. 7' ) дробь, стоящая в правой части последнего 
равенства , по модулю не превосходит единицы . 

Далее договоримся называть два произвольных элемента х и у 
евклидова пространства Е ортогональными, если скалярное произ­
ведение этих элементов (х, у) равно нулю (в этом случае косинус 
угла ip между элементами х и у будет равен нулю) . 

Снова апеллируя к векторной ал гебре, назовем сумму х + у двух 
ортогональных элементов х и у гипотенузой прямоугольного тре­
угольника ,  построенного на элементах х и у.  

Заметим ,  что во  всяком евклидовом пространстве справедлива 
теорема Пифагора : квадрат гипотенузы равен сумме квадратов 
катетов. В самом деле, поскольку х и у ортогональны и (х, у) = О, 
то в силу аксиом и определения нормы 

l l x + yl l 2 = (х + у, х + у) = 
= (х, х) + 2(х, у) + (у, у) = (х, х) + (у, у) =  l lx l l 2 + l lY l l 2 . 

Этот результат обобщается и на п попарно ортогональных элемен-
тов х1 , х2 , . . .  , Xn : если z = х 1 + Х2 + . . . + Xn ,  то 

l l z l l 2 = (х 1 + Х2 + . . .  + Xn ,  Х1 + Х2 + . . .  + Xn ) = 
= (х 1 , х 1 ) + (х2 , х2 ) + . . .  + (xn , Xn ) = 

= l l x 1 1 1 2 + l l x2 1 1 2 + · · ·  + l lxn l l 2 • 
В заключение запишем норму, неравенство Коши-Буняковского 

и неравенство треугольника в каждом из конкретных евклидовых про­
странств, рассмотренных в предыдущем пункте. 

В евклидовом пространстве всех свободных векторов с обычным 
определением скалярного произведения норма вектора а совпадает 
с его длиной l al , неравенство Коши-Буняковского приводится к виду 
(а, Ь)2 � l al 2 l b l 2 1 ) , а неравенство треугольника - к виду la +  b l � 
� lal + lb l 2) . 

' ) Для скалярного произведения векторов (а, Ь) = l al l h l cos t.p это неравен­
ство тривиально вытекает из того, что cos2 t.p � 1 .  

2) Если сложить векторы а и Ь по правилу треугольника ,  то это неравенство 
тривиально сводится к тому, что одна сторона треугольника не превосходит 
суммы двух других его сторон. 
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В евклидовом пространстве С [а ,  Ь] всех непрерывных на сегменте 
а � t � Ь функций х = x( t )  со скалярным произведением (4. 1 )  норма 

ь 
элемента х =  x( t )  равна f x2 (t) dt ,  а неравенства Коши-Буняковско-

а 
го и треугольника имеют вид 

ь 2 ь ь [ J x( t ) y (t ) dt] � J x2 (t ) dt J y2 (t ) dt ,  

ь 

а а а 

ь ь 
f [x (t )  + y( t )] 2 dt � f x2 (t ) dt + f y2 (t) dt . 
а а а 

Оба эти неравенства и грают важную роль в различных разделах мате­
матического анализа . 

В евклидовом пространстве En упорядоченных совокупностей п 
вещественных чисел со скалярным произведением (4 .2) норма любого 
элемента х = (х 1 ,  х2 , " . , xn ) равна 

l lx l l = J хт + х� + " . + х;. , 
а неравенства Коши-Буняковского и треугольника имеют вид 

( ) 2 � ( 2 2 2 ) ( 2 2 2 )  X \ Y I  + Х2У2 + " · + XnYn "' Х 1 + Х2 + " . + Xn Yt + У2 + " · + Уп ' 

J( x 1  + Y t ) 2 + (х2 + У2 ) 2 + " . + (хп + Уп )2 � 

� J хт + х� + . " + х;. + J УТ + У� + . " + У� · 
Наконец, в евклидовом пространстве упорядоченных совокупно­

стей п вещественных чисел со скалярным произведением (4.5) норма 
любого элемента х = (х 1 , х2 , " . , Xn ) равна 1 ) 

п n 
l l x l l  = L L aikXiXk , 

i= I k= I  
а неравенства Коши-Буняковского и треугольника имеют вид ( n n )2 ( n n ) ( n n ) 

Е [J ai kX iYk � Е {:;-
1 
a;kX iXk Е {:;-

1 
a;kYiYk , 

n n 
L L a;k (xi + Yi ) (xk + Yk ) � 
i= I  k= I  

n n 
L L aikX iXk + 
i= I  k= I 

n n 
L L aikYiYk · 
i= I  k= I  

1 ) Напоминаем , что  при  этом матрица (4 .3) симметрична и порождает поло­
жительно определенную квадратичную форму (4 .4) .  
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В этом параграфе будут изучаться евклидовы пространства конеч­
ной размерности п . Распространение изучаемых здесь результатов на 
бесконечномерные евклидовы пространства выходит за рамки этой кни­
ги и является предметом специального изучения .  (Такие пространства 
изучаются в главах lO и 1 1  выпуска «Основы математического анализа, 
часть Il » . )  

l .  Понятие ортонормированного базиса и ero существование. 
В гл . 2 было введено понятие базиса n-мерного линейного простран­
ства . В линейном пространстве все базисы являлись равноправными ,  
и у нас  не  было оснований предпочитать один  базис другому. 

В евклидовом пространстве существуют специальные, особо удоб­
ные базисы, называемые ортонормированными базисами .  Эти базисы 
играют ту же роль, что и декартов прямоугольный базис в а налитиче­
ской геометрии .  Перейдем к определению ортонормированного базиса . 

Определение. Будем говорить, что п элементов е 1 , е2 , . . .  , en 
n-мерного евклидова пространства Е образуют ортонормированный 
базис этого пространства , если эти элементы попарно ортогональны 
и норма каждого из этих элементов равна единице,  т. е .  если 

при i = k ,  
при  i -::/:- k .  (4. 1 0) 

Для того чтобы установить корректность сформулированного опре­
деления ,  следует доказать, что входящие в это определение элементы 
е 1 , е2 , . . .  , en образуют один из базисов рассматриваемого п-мерного 
пространства Е, а для этого, в силу теоремы  2 .5 ,  достаточно доказать, 
что эти элементы е 1 , е2 • . . .  , en линейно независимы,  т. е .  что равен­
ство 

(4 . 1 1 )  

возможно, лишь когда а 1 = а2 = . . .  = an = О . 
Докажем это . Пусть k - л ю б о й  из номеров 1 , 2, . . . , п . Умно­

жая равенство ( 4 . 1 1 ) скалярно на элемент ek и пользуясь аксиомами 
скалярного произведения и соотношениями (4. 1 0) ,  мы  получим ,  что 
ak = О. 

Докажем теперь следующую основную теорему. 
Теорема 4.3. Во всяком п-мерном евклидовом пространстве Е 

существует ортонормированный базис. 
Д о  к а з  а т  е л  ь с т  в о. Согласно определению размерности в про­

странстве Е найдется п линейно независимых элементов f1 , f2 , . . .  , fn . 
Докажем , что можно построить п элементов е 1 , е2 , . . .  , en . линейно 

выражающихся через f1 , f2 , • . .  , fn и образующих ортонормированный 
базис (т. е .  удовлетворяющих соотношениям (4 . 1 0) ) .  

Проведем доказательство возможности построения  таких элементов 
е1 , е2 , . . . , en методом математической индукции .  
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Если имеется только один  элемент f1 , то для построения  элемен­
та е 1 с нормой , равной единице, достаточно нормировать элемент f1 , 
т. е .  умножить этот элемент на ч исло [�J- 1 , обратное его нор­
ме 1 ) . Мы получим  при этом элемент е 1 = [�]- 1 f1 с нормой,  
равной единице .  

Считая ,  что т - целое число, меньшее n ,  предположим ,  что 
нам удалось построить т элементов е 1 , е2 , . . .  , em , линейно выражаю­
щихся через f1 , f2 , " . ,  fm , попарно ортогональных и имеющих нормы ,  
равные единице .  Докажем,  что к этим элементам е 1 , е2 , . . .  , em  можно 
присоединить еще один  элемент em+ I • линейно выражающийся через 
f1 , f2 , " . ,  fm+ I • ортогональный к каждому из элементов е 1 , е2 , " . ,  em 
и имеющий норму, равную единице .  

Убедимся в том , что этот элемент em+ I  имеет вид 

где am+ I  - некоторое вещественное ч исло. 
В самом деле,  элемент em+ I линейно выражается через f1 , f2 , " . 

" . ,  fm+ I  (в силу того , что он линейно выражается через е 1 , е2 , " . 
. . . , em , fm+ I • а каждый из элементов е 1 , е2 , . . .  , em линейно выража­
ется через f1 , f2 , . . .  , fm ) . 

Отсюда сразу же следует, что при am+ I =/. О элемент em+ I заведомо 
не является нулевым (ибо, в противном случае, являлась бы нуле­
вым элементом некоторая линейная комбинация линейно независимых 
элементов f1 , f2 , " . ,  fm+ I • в которой , в силу (4. 1 2) ,  отличен от  нуля 
коэффициент при fm+ 1 ) .  

Далее и з  того , что элементы е 1 , е2 , . . .  , em попарно ортогональны 
и имеют нормы ,  равные единице ,  и из соотношения (4. 1 2) сразу же вы­
текает, что скалярное произведение (em+ I ·  ek ) равно нулю для любого 
номера k, равного 1 ,  2, " . , т .  

· 
Для завершения индукции остается доказать, что число am+ I мож­

но выбрать так ,  что норма элемента (4. 1 2) будет равна единице .  Выше 
уже установлено, что при am+ I =/. О элемент em+ I • а ,  стало быть, 
и элемент, заключенный  в (4 . 1 2) в квадратные скобки , не является 
нулевым .  

Стало быть ,  для того чтобы нормировать элемент, заключенный  
в квадратные скобки ,  следует взять число am+ I обратным положитель­
ной норме этого , заключенного в квадратные скобки, элемента . При 
этом норма em+ 1 будет равна единице .  Теорема доказана .  

Доказанная теорема приводит к следующему осуществляемому шаг 
за  шагом алгоритму построения  по данной системе n линейно неза­
висимых  элементов f1 , f2 , . . .  , fn системы n попарно ортогональных 

1 ) Напомним,  что среди линейно независимых элементов f1 , f2 , . . . , fn не 
может быть нулевого элемента, так что норма f1 больше нуля .  
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элементов е1 ,  е2 , . . .  , en , норма каждого из которых равна единице: 
f1 е 1 = �=== � · 

е2 = g2 где g2 = f2 - (f2 , е 1 )е 1 ; 
J(g2 , g2 ) ' 

ез = gз где gз = fз - (fз , е2 )е2 - (fз , е 1 )е 1 ; 
J(gз , gз ) ' 

en = gn ' где gn = fn - (fn . en- 1 )en- l - " . - (fn . е 1 )е 1 . 
J(gn ,  gn ) 
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Указанный алгоритм обычно называют процессом ортогонализа­
ции линейно независимых элементов f1 ,  f2 , . . .  , fn . 

3 а м е ч  а н  и е .  Конечно, в каждом n-мерном евклидовом простран­
стве Е существует м ного ортонормированных базисов. Действительно, 
если ,  например, строить ортонормированный базис процессом ортого­
нализации одних и тех же линейно независимых элементов f1 , f2 , . . .  
. . . , fn , то, начиная процесс ортогонализации с различных элементов fk , 
мы придем к различным ортонормированным базисам .  Н иже, в п .  2 § 7 
гл . 7 будет рассмотрен вопрос о том , как связаны  между собой различ­
ные ортонормированные базисы данного евклидова пространства Е. 

Примером ортонормированного базиса может служить декартов 
прямоугольный базис евклидова пространства всех свободных векторов 
или совокупность п элементов 

е 1 = ( 1 , О, О, . . .  , О) , 
е2 = (0, 1 , 0 , . . .  , 0) , . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
en = (О, О, О, . . . , 1 )  

евклидова пространства En всех упорядоченных совокупностей п ве­
щественных чисел со скалярным произведением (4 . 2) . 

2. Свойства ортонормированного базиса. Пусть е 1 ,  е2 , . . .  , en -
произвольный ортонормированный базис n-мерного евклидова про­
странства Е, а х и у - два произвольных элемента этого пространства .  
Найдем выражение скалярного произведения (х, у) этих элементов 
через их координаты относительно базиса е 1 ,  е2 , . . .  , en . 

Обозначим  координаты элементов х и у относительно базиса 
е 1 , е2 , . . .  , en соответственно через (х 1 , х2 , . . .  , Xn )  и (у1 ,  У2 • . . .  , Yn ) , 
т. е .  предположим ,  что х = х 1 е 1 + х2е2 + . . . + xnen , у =  у1 е 1 + 
+ у2е2 + . . .  + Ynen . Тогда 

(х, у) =  (х 1 е 1 + х2е2 + . . .  + Xnen , У 1 е 1 + у2е2 + . . .  + Ynen) · 
Из последнего равенства , в силу аксиом скалярного произведения 
и соотношений  (4. 1 0) , получим 

(х, у) = (Ё Xiei , !;:
1 
Ykek) = Ё !;:

1 
XiYk (e; , ek )  = 

= X t Y I + Х2У2 + · · ·  + XnYn · 
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Итак,  окончательно, 
(х, у) =  X J Y I + Х2У2 + . " + XnYn ·  (4. 1 3) 

Таким образом , в ортонормированном базисе скалярное произве­
дение двух любых элементов равно сумме произведений соответ­
ствующих координат этих элементов. 

Рассмотрим теперь в n-мерном евклидовом пространстве Е совер­
шенно произвольный (вообще говоря , не ортонормированный)  базис 
f1 , f2 , . . .  , fn и найдем выражение скалярного произведения двух про­
извольных элементов х и у через координаты этих элементов относи­
тельно указанного базиса . 

Обозначим координаты элементов х и у относительно базиса 
f1 , f2 , . . .  , fn соответственно через (х 1 , х2 , . . .  , Xn ) и (у 1 , У2 · . . . , Уп ) ,  
т .  е .  предположим ,  что 

х = x 1 f1 + x2f2 + . . .  + Xnfn . у =  Y1 f1 + y2f2 + . . .  + Ynfn . 
Пользуясь а ксиомами  скалярного произведения , получим 

= ( Ё x;f; ,  Ё, Ykfk) = Ё Ё� x;yk (f; ,  fk ) .  

Таким образом , в произвольном базисе f1 , f2 , . . .  , fп скалярное про­
изведение двух любых элементов х = x 1 f1 + x2f2 + . . .  + xnfn и у =  
= Y I  f1 + Y2f2 + . . . + Ynfn определяется равенством 

п п 
(х, у) = L L a;kXiYk ·  

i= I k= I  
(4. 1 4) 

в котором матрица l l a;k l l ( i  = \, 2, . . .  , п; k = \, 2, . . .  , п) имеет эле­
менты a;k = (f; ,  fk ) .  

Последнее утверждение приводит к следующему результату: для 
того чтобы в данном базисе f1 , f2 , . . .  , fп евклидова пространства Е 
скалярное произведение двух любых элементов было равно сумме 
произведений соответствующих координат этих элементов, необ­
ходимо и достаточно, чтобы базис f1 , f2 , . . .  , fп был ортонормиро­
ванным. 

В самом деле ,  выражение (4. 1 4) переходит в (4 . 1 3) тогда и только 
тогда , когда матрица l l a;k 11 с элементами a;k = (f; ,  fk ) является еди­
ничной, т. е .  тогда и только тогда , когда выполнены соотношения 

(f· f ) = { 1 при i = k ,  
" k О при i =f k ,  

устанавливающие ортонормированность базиса f1 , f2 , . . • , fп . 
Вернемся к рассмотрению произвольного ортонормированного бази­

са е 1 , е2 , • • •  , en п-мерного евклидова пространства Е. Выясним смысл 
координат произвольного элемента х относительно указанного базиса . 
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Обозначим координаты элемента х относительно базиса е1 ,  е2 , • • •  
. . . , en через х 1 ,  х2 , . . .  , Xn , т. е .  предположим ,  что 

х = х 1 е 1 + х2е2 + . . . + Xnen . (4 . 1 5) 
Обозначим далее через k любой из номеров 1 ,  2 ,  . . .  , n и умножим 

обе части (4. 1 5) скалярно на элемент ek . На основании  аксиом скаляр­
ного произведения и соотношений (4. 1 0) получим 

(х ,  ek ) = ( � xiei , ek) = � xi (ei . ek ) = Xk ·  

Таким образом, координаты произвольного элемента относи­
тельно ортонормированного базиса равны скалярным произведени­
ям этого элемента на соответствующие базисные элементы. 

Поскольку скалярное произведение произвольного элемента х на 
элемент е, имеющий норму, равную единице ,  естественно назвать 
проекцией элемента х на элемент е, то можно сказать , что коор­
динаты произвольного элемента относительно ортонормированно­
го базиса равны проекциям этого элемента на соответствующие 
базисные элементы. 

Таким образом , произвольный ортонормированный базис обладает 
свойствами ,  вполне аналогичными свойствам декартова прямоугольно­
го базиса . 

3. Разложение n-мерного евклидова пространства на пря­
мую сумму подпространства и его ортогонального дополнения. 
Пусть G - произвольное подпространство n-мерного евклидова про­
странства Е. 

Совокупность F всех элементов у пространства Е,  ортогональ­
ных каждому элементу х подпространства G, называется ортого­
нальным дополнением подпространства G.  

Заметим ,  что ортогональное дополнение F само я вляется подпро­
странством Е (ибо из ортогональности каждого из элементов У1 и У2 
элементу х, очевидно, вытекает, что и любая линейная комбинация 
элементов У1 и у2 ортогональна элементу х) . 

Докажем, что всякое n-мерное евклидово пространство Е пред­
ставляет собой прямую сумму своего произвольного подпростран­
ства G и его ортогонального дополнения F. 

Выберем в G произвольный ортонормированный базис е 1 ,  е2 , • • •  
. . . , ek . В силу доказанного в п .  1 § 3  гл . 2, этот базис можно дополнить 
элементами fk+ I • . . .  , fn пространства Е до базиса во всем Е. Про­
изведя процесс ортогонализации элементов е 1 , . . .  , ek , Ck+ 1 • . . .  , fn , 
мы получим  ортонормированный базис е , , . . .  , ek , ek+ I  • . . .  , en всего 
пространства Е. Разложив произвольный элемент х пространства Е 
по этому базису, т. е .  представив его в виде х = х 1 е 1 + . . .  + xkek + 
+ Xk+ l ek+ l + . . .  + xnen , мы получим ,  что этот элемент х однозначно 
представим в виде х = х' + х" , где х' = х 1 е 1 + . . .  + xkek - совершен­
но определенный элемент G, а х" = Xk+ l ek+ l + . . .  + xnen - совер­
шенно определенный элемент ортогонального дополнения F(каждый 
элемент ek+ 1 , . . . , en ортогонален к любому из элементов е 1 ,  . . . , ek , 
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а потому ортогонален любому элементу G; поэтому и линейная ком­
бинация Xk+ l ek+ I  + . . . + xnen ортогональна любому элементу G, т. е. 
я вляется совершенно определенным элементом F) .  

4. Изоморфизм n-мерных евклидовых пространств. В этом 
пункте м ы  покажем ,  что различные евклидовы пространства одной 
и той же размерности п в смысле свойств, связанных со введенными 
в этих пространствах операциями ,  по существу не отличаются друг от 
друга . 

Поскольку в евклидовых пространствах введены лишь операции 
сложения элементов, умножения элементов на числа и скалярного 
перемножения элементов, то естественно сформулировать следующее 
определение. 

Определение. Два евклидовых пространства Е и Е' называют­
ся изоморфными, если между элементами  этих пространств можно 
установить взаимно однозначное соответствие так, что если элементам 
х и у пространства Е отвечают соответственно элементы х' и у' 
пространства Е', то элементу х + у отвечает элемент х' + у' ,  элементу 
Лх (при любом вещественном Л) отвечает элемент Лх' и скалярное 
произведение (х, у) равно скалярному произведению (х' , у' ) .  

Таким образом , евклидовы пространства Е и Е'  изоморфны, если 
они изоморфны как линейные пространства 1 ) и если этот изоморфизм 
сохраняет величину скалярного произведения соответствующих пар 
элементов. 

Теорема 4.4. Все евклидовы пространства одной и той же 
размерности п изоморфны между собой. 

Д о  к а з  а т  е л ь с т  в о .  Достаточно доказать, что любое n-мерное 
евклидово пространство Е' изоморфно евклидову пространству En 
упорядоченных совокупностей п вещественных чисел со скалярным 
произведением (4 .2 ) .  Согласно теореме 4 .3 в евклидовом простран­
стве Е' существует ортонормированный базис е\ ,  е2 • . . .  , е� . Каждому 
элементу х' = х 1 е\ + х2е2 + . . .  + xne� пространства Е' поставим в со­
ответствие п вещественных чисел х 1 , х2 , . . .  , Xn , т. е .  вполне опреде­
ленный элемент х = (х 1 , xz , . . .  , xn ) пространства En. 

Установленное соответствие будет взаимно однозначным .  Кроме то­
го, из теорем ы  2 .4 вытекает; что если элементам х' = (х 1 , xz , . . .  , хп ) 
и у' = (У ! , yz , . . . , Yn ) пространства Е' 2) отвечают соответственно 
элементы х = (х 1 . xz , . . .  , Хп ) и у =  (у 1 , yz , . . .  , Yn ) пространства En, 
то элементу х' + у' отвечает элемент х + у, а элементу Лх' отвечает 
элемент Лх. 

Остается доказать ,  что для соответствующих пар элементов х', у' 

и х, у сохраняется величина скалярного произведения .  
В силу ортонормированности базиса е\ ,  е2 , . . . , е� и формулы 

(4. 1 3) , (х' ,  у' ) = х 1 у 1 + Х2У2 + . . .  + XnYn · С другой стороны , в силу 

1 )  См.  n .  4 § 2 гл . 2.  
2) Координаты этих элементов берутся относительно базиса е� , е; , . . .  , е� . 
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формулы (4 .2 ) ,  определяющей скалярное произведение в простран­
стве En, {х, у) = х 1 у 1 + х2у2 + . . .  + XnYn ·  Теорема доказана. 

Доказанная теорема позволяет утверждать, что если в каком-ни­
будь конкретном п-мерном евклидовом пространстве Е' доказана тео­
рема , сформулированная в терминах операций сложения,  умножения 
на числа и скалярного перемножения элементов, то эта теорема спра­
ведлива и в совершенно произвольном п-мерном евклидовом простран­
стве Е. 

§ 3. Комплексное евклидово пространство 
1 .  Определение комплексного евклидова пространства. В конце 

п .  1 § 1 гл . 2 мы  уже указывали ,  что если в определении линейного 
пространства числа Л ,  µ ,  . . .  брать не из множества вещественных чи­
сел , а из множества всех комплексных чисел , то мы  придем к понятию 
комплексного линейного пространства . 

На базе комплексного линейного пространства строится ком­
плексное евклидово пространство, играющее фундаментальную роль 
в теории несамосопряженных линейных преобразований .  

Для введения комплексного евклидова пространства следует ввести 
в комплексном линейном пространстве понятие скалярного произве­
дения двух его элементов, подчиненное соответствующим четырем 
аксиомам .  

Определение. Комплексное линейное пространство R называется 
комплексным евклидовым пространством, если выполнены следую­
щие два требования .  

I .  Имеется правило, посредством которого любым двум элементам 
х и у этого пространства ставится в соответствие комплексное число, 
называемое скалярным произведением этих элементов и обозначаемое 
символом (х, у) .  

I l .  Указанн�вило подчинено следующим четырем аксиомам :  
1 °. (х, у) = (у, х )  1 ) ;  
2°. (х1 + х2 , у) = (х 1 , у) +  (х2 , у) ; 
3°. (Лх, у) = Л(х, у) ;  
4°. (х, х) представляет собой вещественное неотрицательное число, 

обращающееся в нуль лишь в случае, когда х - нулевой элемент 2) . 

1 ) Здесь и в дальнейшем символом а обозначается число, комплексно­
сопряженное с а .  

2) Аксиома 1 ° отличается от  соответствующей аксиомы 1 °  вещественного 
евклидова пространства . Легко убедиться в том , что при переходе к ком­
плексному пространству невозможно сохранить без изменения все три акси­
омы 1 °, 3° и 4° вещественного скалярного произведения .  В самом деле, при 
наличии аксиом (х, у) = (у, х) и (Лх, у) = Л(х, у) , мы получили бы, что 
(х, Лу) = ( Лу, х) = Л (у, х) = Л (х, у) . Но тогда оказалось бы, что (Лх, Лх) = = Л2 (х, х) , и, стало быть, при Л = i мы получили бы, что (ix, ix) = - (х, х) , 
а это противоречило бы аксиоме 4° о неотриuательности (у, у) для любого 
элемента у. 
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Логическими следствиями аксиом 1 ° -3° я вляются следующие два 
соотношения :  

(х, Лу) = :Х (х, у) ,  (х, У 1 + У2 ) = (х, У1 )  + (х, У2) . 

В самом деле ,  из аксиом 1 °  и 3° заключаем , что 

(х, Лу) = (Лу,  х) = Х (у, х) = :Х(х, у) ,  

а и з  аксиом 1 °  и 2 °  получаем , что 

(х, У 1 + У2 ) = (У 1 + У2 .  х) = (у 1 , х) + (у2 , х) = (х, У 1 ) + (х, У2 ) .  

Приведем примеры конкретных комплексных евклидовых про­
странств .  

П р  и м  е р  1 .  Рассмотрим совокупность С* [а, Ь ] всех функций 
z = z (t ) ,  определенных  для значений  t из сегмента а � t � Ь и при­
нимающих комплексные значения z {t ) = x(t) + iy(t) такие, что веще­
ственные функции x {t) и y(t ) я вляются непрерывными на этом сегмен­
те. Операции сложения этих функций и умножения их на комплексные 
ч исла заимствуем из анализа. Скалярное произведение двух любых та-

ь 
ких функций определим соотношением (z 1  (t) ,  z2 (t) )  = J z 1 (t ) z2 { t ) dt . 

а 
Нетрудно убедиться в справедливости для так определенного ска-

лярного произведения всех аксиом 1 ° -4°, из чего следует, что рас­
сматриваемая совокупность представляет собой комплексное евклидово 
пространство. 

П р  и м  е р  2 .  Рассмотрим комплексное линейное пространство л:• ,  
элементами  которого служат упорядоченные совокупности п комплекс­
ных чисел х 1 ,  х2 , . . . , Xn с такими же определениями операций сложе­
ния  элементов и умножения их на числа , как и в случае вещественного 
линейного пространства дn. 

Скалярное произведение двух любых элементов х = (х 1 , х2 , . . .  , xn ) 
и у = (у 1 , у2 , . . .  , Yn ) определим соотношением 

(х, у) =  x 1 fl 1 + x2fl2 + · · ·  + Xnfln ·  (4. 1 6) 

Справедливость для так определен ного скалярного произведения 
аксиом 1 ° -3° проверяется совершенно элементарно. Справедливость 
аксиомы 4° вытекает из соотношения 

Стало быть, пространство А� со скалярным произведением (4. 1 6) 
я вляется комплексным евклидовым пространством . 

П р  и м  е р  3 .  В том же самом комплексном линейном простран­
стве А� можно в вести скалярное произведение не соотношением (4. 1 6) ,  
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а более общим соотношением 1 ) 
n n 

i= I  k= \  

95 

(4. 1 7) 

в котором l l aik l l  - произвольная матрица , состоящая из комплексных 
чисел aik

· 
удовлетворяющих условию aik = aki · такая, что квадратич­n n 

ная форма L L aikXiXk для всех комплексных х 1 ,  х2 , • • •  , Xn при­
i= I  k= I  

нимает вещественные неотрицательные значения и обращается в нуль 
лишь при условии l x 1 1 2 + l x2 1 2 + . . .  + l xn l 2 = О. 

Предоставляем читателю проверку того , что так определенное ска­
лярное произведение удовлетворяет аксиомам 1 ° -4°. 

2. Неравенство Коши-Буняковского. Понятие нормы. Докажем, 
что для любых двух элементов х и у произвольного к.омплек.сного 
евклидова пространства справедливо неравенство Коши-Буняк.ов­
ск.ого 2) 

l (x, y) l 2 � (х, х) (у, у) . (4 . 1 8) 

На основании аксиомы 4° для любого комплексного числа Л спра­
ведливо неравенство 

( Лх - у, Лх - у) � О. (4. 1 9) 

Так как в силу аксиом 1 ° -3° и их логических следствий 

(Лх - у, Лх - у) = ЛХ (х, х) - Л(х, у) - Х(у, х) + (у, у) = 

= I Л l 2 (x, х) - Л(х, у) - Х (х, у) + (у, у) , 

то неравенство (4 . 1 9) принимает вид 

I Л l 2 (x, х) - Л(х, у) - Х (х, у) + (у, у) � О. (4.20) 

Обозначим через r.p аргумент комплексного числа (х, у) и представим 
это число в тригонометричеек.ой форме 3) 

(х, у) = l (x, y) l (cos r.p + i sin r.p) . 
Положим теперь комплексное число Л равным 

Л = t (cos r.p - i sin r.p) , 

(4 . 2 1 )  

(4.22) 

1 ) ( 4 . 1 7) переходит в ( 4. 1 6) ,  когда матрица l l a;k 1 1  является единичной. 
2) Поскольку (х, у) является ,  вообще говоря, комплексным числом,  то нель­

зя записывать неравенство Коши-Буняковского в виде (4.6) . 
3) Понятия аргумента и тригонометрической формы комплексного числа 

разбираются , например, в §  1 гл . 7 выпуска «Основы математического анализа• ,  
часть 1 .  

4 Линейная алгебра 
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где t - произвольное вещественное число. Из соотношений (4 .2 1 )  
и (4 .22) очевидно, что I Л I  = i t l , Л (х, у) =  Х (х, у) =  t i (x, у) ! . Поэтому 
при выбранном нами Л неравенство (4 .20) переходит в неравенство 

t2 (x, х) - 2t i (x ,  y) I  + (у, у) � О, (4.23) 

справедливое при любом вещественном t . Необходимым и достаточ­
ным условием неотрицательности квадратного трехчлена , стоящего 
в левой части (4 . 23) , является неположительность его дискриминанта , 
т. е .  неравенство i (x ,  y) i 2 - (х, х) (у , у) � О, эквивалентное неравенст­
ву (4 . 1 8) .  

С помощью неравенства Коши-Буняковского (4. 1 8) и рассуждений ,  
полностью аналогичных доказательству теоремы 4 .2 ,  устанавливается ,  
что всякое комплексное евклидово пространство является нормиро­
ванным, если в нем норму любого элемента х определить соотно­
шением 

l lx l l  = J(x, х) .  (4 .24) 

В частности ,  во всяком комплексном евклидовом пространстве 
с нормой, определяемой соотношением (4.24) , справедливо неравен­
ство треугольника l lx + Y l l  � l l x l l  + l lY l l · 

3 а м е ч  а н  и е .  Подчеркнем ,  что введенное для вещественного ев­
клидова пространства понятие угла <р между двумя произвольными 
элементам и  х и у теряет смысл для комплексного евклидова простран­
ства (вследствие того , что скалярное произведение (х, у) является, 
вообще говоря , комплексным числом ) . 

3. Ортонормированный базис и его свойства. Элементы х и у 
произвольного комплексного евклидова пространства будем называть 
ортогональными, если скалярное произведение (х, у) этих элементов 
равно нулю .  

Ортонормированным базисом п-мерного комплексного евклидова 
пространства назовем совокупность его элементов е 1 , е2 , . . .  , en , 
удовлетворяющих соотношениям 

{ 1 при i = k ,  (ei , ek ) = О при i "1 k ( 4 .25) 

(т. е. попарно ортогональных и имеющих нормы ,  равные единице) . 
Как и в п .  1 § 2 , доказывается ,  что эти элементы линейно независи­

мы и потому образуют базис. 
В полной аналогии с доказательством теоремы 4 .3 (т. е .  с помощью 

процесса ортогонализации ) устанавливается существование в произ­
вольном п-мерном комплексном евклидовом пространстве ортонорми­
рованного базиса . 

Выразим скалярное произведение двух произвольных элементов х 
и у п-мерного комплексного евклидова пространства через их коорди-
наты х 1 , х2 , . . .  , Xn и Y t , у2 ,  . . . , Уп относительно ортонормированного 
базиса е 1 , е2 , . . .  ' en . 
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Так как 

у =  у1 е 1 + у2е2 + . . .  + Ynen ,  

то в силу аксиом 1 ° -4° и соотношений (4.25) получим  

= X \ YI  + Х2У2 + · · ·  + XnYn ·  

Выразим далее координаты х 1 , х2 , . . .  , Xn произвольного элемен­
та х относительно ортонормированного базиса е 1 , е2 , . . .  , en . 

Умножая разложение этого элемента по базису х = х 1е 1 + х2е2 + . . .  
. . . + xnen скалярно на ek и пользуясь соотношениями (4.25) , получим 
(для любого k ,  равного l ,  2, . . . , n) 

(х, ek ) = ( "i:, xiei . ek) = "i:, xi (ei ,  ek ) = xk . 
i= I  i= I  

Итак, как и в случае вещественного евклидова пространства, ко­
ординаты произвольного элемента х относительно ортонормиро­
ванного базиса равны скалярным произведениям этого элемента на 
соответствующие базисные элементы. 

В полной аналогии с доказательством теоремы 4.4 устанавливается ,  
что все комплексные евклидовы пространства одной и той же 
размерности n изоморфны между собой. 

§ 4. Метод регуляризации для отыскания нормального 
решения линейной системы 

Снова возвратимся к рассмотрению общей линейной системы т 
уравнений с n неизвестными вида (3 .  l ) . Эту систему кратко запишем 
в матричной форме 1 ) 

АХ = В .  (4.26) 

Напомним ,  что в этой записи символ А обозначает матрицу А =  1\а,; 1 1 
(i = l ,  2, . . .  , т;  j = l , 2, . . .  , n) , а символы Х и В обозначают столбцы 
(или векторы) вида 

Х = В = 

первый из которых подлежит определению,  а второй - задан .  

1 ) С м .  формулу (3.6) и з  предыдущей главы. 
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Будем рассматривать случай ,  когда значения элементов матрицы А 
и столбца свободных членов В заданы нам лишь приближенно 1 ) • 
Тогда естественно говорить лишь о приближенных значениях искомого 
столбца Х. Изложенные в предыдущей главе и основанные на форму­
лах Крамера алгоритмы вычисления столбца решений Х в этом случае 
могут приводить к большим погрешностям и теряют практический 
смысл 2) . 

В этом параграфе м ы  изложим  принадлежащий А .  Н .  Тихонову 
алгоритм, позволяющий находить так называемое нормальное (т. е .  
наиболее близкое к началу координат) решение Х с точностью, соот­
ветствующей точности задания  элементов матрицы А и столбца В 3) . 

Введем в рассмотрение так называемые сферические нормы столб­
цов В и Х и матрицы А ,  положив их равными 

l l B l l = �, l lX l l  = J'j;., х) .  l l A l l  = 
m n 
L: L: a;j · 
i= I  j= I  

(4 .27) 

Заметим ,  что нормы столбцов В и Х определяются как обычные 
нормы векторов - элементов пространств Em и соответственно En. 
Норма матрицы А согласована с нормой n-мерного столбца Х в том 
смысле, что норма m-мерного столбца АХ,  равного произведению 
матрицы А на столбец Х , удовлетворяет условию 4) 

l l AX l l :o;;; l l A l l l l X l l ·  (4.28) 

Будем считать, что вместо точных значений элементов матрицы А = 
= l l aij 11 и столбца правых частей В = l l bij 11 нам заданы приближенные 
значения А = l la;j 1 1 . В = l (b;j 1 1 -

1 ) Такая ситуация будет иметь место в случае, если эти значения получа­
ются из физических измерений или если в процессе вычислений приходится 
округлять указанные значения до некоторого знака. 2) Особенно это относится к случаю так называемых •плохо обусловлен­
ных• матриц (для которых « Малые• изменения элементов матрицы базисного 
минора ведут к •большим• изменениям элементов обратной матрицы) .  

3) См . Тихонов А. Н. О некорректных задачах линейной алгебры и устойчи­
вом методе их решения // ДАН СССР. 1 965 . Т. 1 63 ,  № 3. С. 59 1 -594.  

4) В самом деле, пользуясь определением произведения матрицы на стол­
бец, соотношениями (4 . 27) и неравенством Коши-Буняковского для элементов 
евклидова пространства вn. будем иметь 

m [ n ] 2 m [ n n ] m n n l l AX l l 2 = �  � а;; х; � �  � а�; · � х; = �� а�; · � х; = 

= 1 1 л 1 1 2 1 1 х 1 1 2 . 



§ 4 ]  МЕТОД РЕГУЛЯРИЗАЦИИ 99 

Матрицу А (столбец В) будем называть о-приближением матри­
цы А (столбца В) ,  если справедливо неравенство 

l l A - Al l  = EЁi (aij - iiij ) 2 < д (11 в - B l l  = f:<ьi - � )2 
< д) . 
(4.29) 

Назовем нормальным решением совместной системы (4.26) то ее 

решение х0 = 
х? о х2 , норма l lX011 которого я вляется наименьшей ере-

хо 
n 

ди норм l lX l l  всех решений Х этой системы .  Заметим,  что у всякой 
совместной системы (4.26) (в том числе и у неопределенной) существу­
ет единственное нормальное решение. 

Введем в рассмотрение следующую функцию n переменных х1 ,  
х2 , . . . , Xn или  одного столбца Х = 11 :� 1 1 

- - - - - - 2 2 
F"' (x 1 , . . .  , Xn , А,  В) =  F"' (X , А ,  В) =  l l AX - Bj j  + aj jX l l  , (4.30) 

зависящую, как от параметров, от элементов матрицы А и столбца В,  
а также зависящую от  некоторого числового параметра а .  В подробной 
записи эта функция выглядит так :  

_ _ m [ n ] 2  n 2 
F"' (X , А ,  В) = � :; aijXj - bi + а :; xj . (4 .30' )  

Фактически F"' (X , А, В) является функцией от  элементов Х ев­
клидова пространства n-мерных столбцов En. Такого рода функцию, 
аргументом которой служат элементы некоторого линейного простран­
ства , принято называть функционалом 1 ) . 

Легко убедиться в том ,  что при любом фиксированном а > О 
неотрицательный функционал ( 4 .30' ) достигает своего минималь­
ного (во всем пространстве En) значения в единственной точке 

1 xf 1 Х"' = �·� пространства En. 
В самом деле, дважды дифференцируя функцию (4 .30' ) ,  получим 

{ 1 при k = l ,  где дki = О при k =F l .  

1 ) Функционалы систематически изучаются в следующей главе. 
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Следовательно, второй дифференциал функции F°' имеет вид 

n 
Из этого равенства вытекает оценка d2 F°' ;;;:: а °L: (dxk )2 , означаю­

k= t 
щая ,  что функция F°' является строго выпуклой вниз. Кроме того, 

F°' -t +оо при l lX l l  = J f, х� -t оо .  Отсюда очевидным образом cлe­
k= t 

дует, что F°' имеет, и притом единственную, точку минимума Х°' 1 ) • 
Методы отыскания  минимальных значений  функционалов вида 

(4.30) хорошо разработаны  2) . 
Докажем следующую фундаментальную теорему, сводящую во­

прос о приближенном отыскании  нормального решения системы (4.26) 

к отысканию того элемента Х°' = 11 :·� 11 · на котором достигает своего 

минимального значения функционал (4 .30) . 
Теорема Тихонова. Пусть матрица А и столбец В удовле­

творяют условиям, обеспечивающим совместность системы (4 . 26) , 

Х0 � 11 :� 1 1 - нормальное решение этой системы, А - О-прибли­

жение матрицы А,  В - 8-приближение столбца В, е(8) и а(8) -
какие-либо возрастающие функции 8, стремящиеся к нулю при 
8 -t О + О и такие, что 82 � е(8)а(8) . Тогда для любого е > О най­
дется положительное число 80 = 80 (е ,  l lX0 1 1 ) такое, что при любом 
8 < 8о (е ,  l lX0 1 1 ) и при любом а, удовлетворяющем условию 

с:/б) 82 � а �  0:(8) , (4 .3 1 )  

элемент Х0 = 1 1 :·� 11 · доставляющий минимум функционалу (4 .30) , 

удовлетворяет неравенству 

l lX°' - Х0 1 1 � е .  (4.32) 

1 ) См . .  в частности , выпуск 1 •Основы математического анализа• ,  часть 1 ,  
гл . 1 4 , § 7. 

2) См . там же. 
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Д о  к а з  а т  е л ь  с т  в о .  Рассмотрим в линейном пространстве вт 

подмножество {И А} всех элементов И = 11 :� , представимых в виде 

и = АХ.  где х = 11 :� 1 1 - произвольный элемент пространства вn. 
Совершенно очевидно, что подмножество {И А} представляет собой 
линейное пространство и поэтому является подпространством вт. 
Обозначим через {Vл} ортогональное дополнение {Ид} (до всего вт) 
и разложим вт в прямую сумму подпространств {Ил} и {Vл} 1 ) . 
Пусть В л обозначает проекцию столбца В на подпространство {Ид} . 
так что В =  Вл + (В  - Вд) .  где ( В  - Вл) - элемент { Vд} .  Тогда , 
поскольку для любого элемента Х пространства вn столбец АХ 
является элементом {Ид} . мы получим следующее разложение: 

Ах - в = (АХ - iiл) + (Вд - в) .  

в котором элементы (Ах - В д)  и ( В  д - В)  ортогональны друг другу 
и принадлежат соответственно {Ил} и {V-} . 

Пользуясь теоремой Пифагора {см . п . 1 § 1 ) ,  мы  получим  (для лю­
бого элемента Х пространства En ) 

l l AX - 81 1 2 = l l AX - iiл l l 2 + 1 1 в - Бл 1 1 2 • 
Из (4.33) следует, в частности,  неравенство 

l l ii - iix l l  � 1 1 Ах - в 1 1 . 

(4.33) 

(4 .34) 

также справедливое для любого элемента Х пространства вn. 
Из (4 .33) и (4 .30) мы получим ,  что для любого Х из вn 

Ot - - - - 2 Ot - -
F (Х ,  А ,  В) = l l B - Bд l l  + F (Х , А, Вд) .  (4.35) 

т. е .  функционалы, стоящие в левой и в правой частях (4.35) , имеют 
общий элемент Х°', доставляющий им минимум. 

Установим теперь для любого а ,  удовлетворяющего условиям 
(4.3 1 ) ,  следующее неравенство : 

(4.36) 

в котором через С обозначена величина С = 2 ( 1 + l lX0 1 1 ) .  а Х0 -
нормальное решение системы (4 .26) . 

Так как столбец Х°' доставляет минимум функционалу, стоящему 
в правой части (4 .35) , то 

· 
Ot Ot - - Ot о - - - о  - 2 о 2 F (Х • А, Вд) � F (Х ' А , Вд) = l l AX - Bл l l  + a l lX 1 1 . (4.37) 

1 ) См . n .  3 § 2 этой главы . 
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Пользу5!._сь соо�ношени�м АХ0 = В и нерав�нство� тр�гольника ,  
получим l l AX0 - Bд l l  � l l AX0 - Ах0 1 1  + l l B - Bl l  + l l B - Bд l l · в пра­
вой части последнего неравенства воспользуемся соотношениями (4.28) 
и (4 . 29) , а также неравенством (4 .34) , взятым при Х = х0. Получим 

IЙХ0 - В д 1 1  � 8 1 1  Х0 1 1  + 8 + 1 1  В - АХ0 1 1  · ( 4 .38) 

Еще раз учитывая ,  что АХ0 = В , и снова пользуясь неравенством 
треугольника и соотношениями  (4. 28) и (4 .29) , получим ,  что 

l l B - АХ0 1 1  � l l B - B l l + l lAX0 - лх0 1 1 � 8 + 8 l lX0 1 1 · (4 .39) 

Из (4 .38) и (4 .39) следует, что 

1 1 Ах0 - в ,4 l l  � 28( 1 + l lX0 1 1 ) = С8, 
где С = 2( 1 + l lX0 1 1 ) .  

( 4 .40) 

Для завершения доказател ьства оценки (4 .36) остается подставить 
( 4 .40) в ( 4 .37) и воспользоваться неравенством (4.3 l ) .  

Поскольку и з  опЕед�ления функционала F°' сразу вытекает, что 
а 1 1Х°' 1 1 2 � F°' (X°' , А ,  Вд) .  то из доказанного нами неравенства (4 .36) 
вытекает также следующее неравенство: 

(4 .4 1 )  

в котором е 1 (8 )  -t О при 8 -t О + О . И з  (4 .4 1 )  вытекает, что при всех 
достаточно малых 8 множество {Х°' }  точек Х°' пространства En 
является ограниченным. 

Теперь уже нетрудно доказать теорему от противного. Предполо­
жим ,  что для некоторого е0 > О существует последовательность 8n -t 
-t О + О и отвечающая ей последовательность { an }  чисел an , удовле­
творяющих условию 

(4 .3 1  * )  

такая , что для всех номеров п 

(4.42) 

Так как множество {Х°' }  ограничено, то в силу теоремы Больцано­
Вейерштрасса из последовательности { X°'n } можно выделить сходя­
щуюся подпоследовательность. Чтобы не менять обозначений ,  будем 
считать,  что вся последовательность { X°'n } сходится к некоторому 

столбцу Х0 � 1 1 � 1 1 · т. е .  l l X"· � X ' l l -> О при n ->  оо. 

Убедимся в том ,  что 

l l AX°'n - АХ0 1 1  -t О при п -t оо. (4.43) 
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В самом деле, пользуясь неравенством треугольника,  оценка­
ми (4.28) , (4 .29) , (4 .36) и (4 .40) и соотношением (4 .3 1 * ) ,  получим  

l l AX"n - АХ0 1 1  � 

� l l AX"n - AX"n l l  + l l AX"" - Bл l l  + l l Bл - АХ0 1 1  � 

� l lX"n l j + J F<>n (X<>n , А, Вл) + Сбn � 

� бn { l lX"n l l  + С) + Janc (бn )C + an l JX0 1 1 2 -+ О 
при п -t оо .  

Из неравенства (4.43) вытекает, что АХ 0 = АХ0, т. е .  предель­
ный элемент х0 является решением системы (4.26) , удовлетворяю­
щим ,  в силу соотношения (4 .4 1 ) ,  неравенству 1 1X0 j l  � l lX0 1 1 · Так как 
по определению для н�мального _решения х0 справедливо обратное 
неравенство l lX0 1 1  � l lX 0 1 1 .  то l lX  0 1 1  = l lX0 1 1 .  т. е .  Х 0 = Х0, а это 
противоречит неравенству (4.42) , справедливому для любого номера п .  

Полученное противоречие завершает доказательство теоремы.  
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ЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАТОРЫ 

В этой главе исследуются так называемые линейные отображения 
линейных и евклидовых пространств, т. е. такие отображения,  при 
которых образ суммы элементов равен сумме их образов и образ про­
изведения элемента на число равен произведению этого числа на образ 
элемента . При этом мы будем рассматривать комплексные линейные 
и евклидовы пространства . Результаты,  относящиеся к вещественным 
пространствам ,  будут оговорены специально. 

§ 1 . Понятие линейного оператора. Основные свойства 
1 .  Определение линейного оператора. Пусть V и W - линейные 

пространства , размерности которых равны соответственно п и m. Мы 
будем называть оператором А, действующим из V в W, отображение 
вида А: V -+  W, сопоставляющее каждому элементу х пространства V 
некоторый элемент у пространства W. При этом будем использовать 
обозначение у = А.(х) или у = Ах. 

Определение. Оператор А, действующий из V в W, называется 
линейным, если для любых элементов х 1 u х2 пространства V и лю­
бого комплексного числа >. выполняются соотношения :  

1 °. А (х 1 + х2 ) = Ах1 + Ах2 (свойство аддитивности опера­
тора) ;  

2°. А (>.х) = >.Ах (свойство однородности оператора) .  
3 а м е ч  а н  и е l .  Если пространство W представляет собой ком­

плексную плоскость, то линейный оператор А,  действующий из V в W ,  
называется линейной формой или линейным функционалом. 

3 а м е ч  а н  и е 2 .  Если пространство W совпадает с пространст­
вом V, то линейный оператор, действующий в этом случае из V в V ,  
называют также линейным преобразованием пространства V . 

2.  Действия над линейными операторам. Пространство линей­
ных операторов. В множестве всех линейных операторов, действую­
щих из V в W, определим операции суммы таких операторов и умно­
жения оператора на скаляр .  

Пусть А и В - два линейных оператора , действующих из V 
в W. Суммой этих операторов назовем линейный оператор А + В, 
определяемый равенством 

(А + В )х = Ах + Вх . (5 . 1 )  
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Произведением линейного оператора А на скаляр Л назовем линей­
ный оператор ЛА, определяемый равенством 

(ЛА)х = Л(Ах) . (5.2) 
Назовем нулевым оператор, обозначаемый символом О и отобра­

жающий все элементы пространства V в нулевой элемент пространст­
ва W. 

Иными словами ,  оператор О действует по правилу Ох = О. 
Для каждого оператора А определим противоположный опера­

тор -А посредством соотношения 
-А = (- l )A . 

Легко проверить справедливость следующего утверждения .  
Множество L(V, W) всех линейных операторов , действующих 

из V в W, с указанными выше операциями суммы и умножения 
на скаляр и выбранными нулевым оператором и противоположным 
оператором образует линейное пространство. 

3. Свойства множества L (V, V) линейных операторов. Иссле­
дуем подробнее линейные операторы, действующие из V в V, т. е . 
изучим  подробнее множество L(V,  V ) .  

Назовем тождественным (или единичным) оператором линейный 
оператор 1, действующий по правилу Ix = х (здесь х - любой эле­
мент V) .  

Введем понятие произведения линейных операторов из множест­
ва L(V,  V) .  

Произведением операторов А и В и з  L(V ,  V) называется опера­
тор АВ, действующий по правилу 

(АВ)х = А(Вх) . (5.3) 
Отметим, что, вообще говоря , АВ =1- БА. 

Справедливы следующие свойства линейных операторов из 
L(V,  V) : 

1 °. Л(АВ) = (ЛА)В; 
2°. (А + В)С = АС + ВС; 
3°. А(В + С) = АВ + АС; 
4°. (АВ)С = А(ВС) . 
Первое из свойств 1 °  -4 ° следует из определения произведения 

линейного оператора на скаляр (см .  (5 .2))  и определения  произведения 
операторов (см . (5 .3) ) . 

Перейдем к обоснованию свойства 2°. Имеем , согласно (5. 1 ) ,  (5.2) 
и (5.3) , 

( (А + В)С)х = (А + В)(Сх) = А(Сх) + В(Сх) = 

= (АС)х + (ВС)х = (АС + ВС)х. (5.4) 

Сравнивая левую и правую части последних соотношений ,  мы по­
лучаем равенство (А + В)С = АС + ВС. Свойство 2° установлено. 
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Совершенно аналогично доказывается свойство 3°. 
Свойство 4° справедливо,  поскольку, согласно определению 

(см . (5 .3) ) ,  произведение линейных операторов заключается в их 
последовательном действии ,  и поэтому линейные операторы (АВ)С 
и А(ВС) совпадают и ,  следовательно, тождественны .  

3 а м е ч  а н  и е 1 .  Свойство 4° позволяет определить произведение 
АВ . . .  С любого конечного числа операторов из L(V,  V) и, в частно­
сти , n-ю степень  оператора А с помощью формулы 

An = АА . . . А. ___......, 
n сомножителей 

Очевидно, справедливо соотношение А n+m = А n А m . 
Нам понадобится понятие обратного оператора для данного опе­

ратора А из L(V ,  V) .  
Определение 1 .  Линейный оператор В и з  L (V ,  V) называется об­

ратным для оператора А из L(V,  V) ,  если выполняется соотношение 
AB = BA = I. 

Обратный оператор для оператора А обычно обозначается симво­
лом А- 1• 

Из определения  обратного оператора А- 1 следует, что для любого 
х Е V справедливо соотношение А - 1 Ах = х. 

Таким образом, если А - 1 Ах = О, то х = О, т. е .  если оператор А 
имеет обратный ,  то из условия Ах = О следует, что х = О .  

Мы будем говорить, что линейный оператор А действует взаимно 
однозначно из V в V, если любым двум различным элементам х1 и х2 
отвечают различные элементы У1 = Ах1 и У2 = Ах2 . 

Если оператор А действует взаимно однозначно из V в V, то 
отображение А: V -t V представляет собой отображение V на V, 
т. е .  каждый элемент у Е V представляет собой образ некоторого 
элемента х Е V:  

у = Ах. 

Чтобы убедиться в этом , достаточно, очевидно, доказать, что n 
линейно независимых элементов х1 , х2 , • • •  , Xn пространства V 
отображаются посредством оператора А в n линейно независимых 
Ах1 , Ах2 , . . .  , Axn элементов этого же пространства . 

Итак ,  пусть х1 , х2 , . . . , Xn - линейно независимые элементы V. 
Если линейная комбинация а 1 Ах1 + а2Ах2 + . . .  + anAXn представ­
ляет собой нулевой элемент пространства V:  

а 1Ах 1 + а2Ах2 + . . . + anAXn = О, 

то из определения линейного оператора (см .  п .  1 этого параграфа) 
следует, что А (а 1 х 1 + а2х2 + . . .  + anXn ) = О.  

Так как оператор А действует из V в V взаимно однозначно, то 
из последнего соотношения  вытекает, что а 1 х1 + а2х2 + . . .  + anXn = 
= О .  Но элементы х1 , х2 , • • •  , Xn линейно независимы .  Поэтому а 1 = 
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= а2 = = O!n = О. Следовательно, элементы Ах1 , Ах2 , . . .  , Axn 
также линейно независимы .  

Отметим следующее у т в  е р  ж де  н и е .  
Для того чтобы линейный оператор А из L (V , V) имел обрат­

ный, необходимо и достаточно, чтобы этот оператор действовал 
взаимно однозначно из V в V. 

Убедимся, что сформулированное условие необходимо. Пусть опе­
ратор А имеет обратный,  но не действует взаимно однозначно из V в V. 
Это означает, что некоторым различным элементам х1 и х2 , х2 - х1 =/; 
= О из V отвечает один и тот же элемент у =  Ах1 = Ах2 . Но тогда 
А(х2 - х 1 ) = О, и поскольку оператор А имеет обратный ,  х1 - х2 = О.  
Но выше было отмечено, что х1 - х2 =/; О.  Полученное противоречие 
доказывает необходимость условия утверждения .  

Докажем достаточность этого условия .  
Допустим ,  что оператор А действует взаимно однозначно из  V в V. 

Тогда каждому элементу у Е V отвечает элемент х Е V такой ,  что 
у = Ах. Поэтому имеется оператор А - 1, обладающий тем свойством, 
что А- 1у = А- 1 (Ах) = х. Легко убедиться , что оператор А- 1 линей­
ный. По определению А - t - обратный оператор для оператора А. 
Достаточность условия утверждения также доказана . 

Введем понятия ядра и образа линейного оператора . 
Определение 2. Ядром линейного оператора А называется мно­

жество всех тех элементов х пространства V, для которых Ах = О. 
Ядро линейного оператора А обозначается символом ker А. 
Если ker А = О, то оператор А действует взаимно однозначно из V 

в V. Действительно, в этом случае из условия Ах = О вытекает х = О, 
а это означает, что различным х1 и х2 отвечают различные Yt = 
= Ах1 и У2 = Ах2 (если бы У1 = У2 . то А(х2 - х 1 ) = О , т. е . Xt = х2 
и элементы х1 и х2 не были бы различны) . 

Таким образом , согласно доказанному выше утверждению условие 
ker А = О является необходимым и достаточным для того, чтобы 
оператор А имел обратный. 

Определение 3. Образом линейного оператора А называется 
множество всех элементов у пространства V, представимых в виде 
у = Ах. Образ линейного оператора А обозначается символом im А 1) . 

З а м е ч а н и е  2. Отметим,  что если ker A = О , то im A = V ,  и на­
оборот. Поэтому наряду с отмеченным выше условием ker А = О усло­
вие im А = V также является необходимым и достаточным для 
того, чтобы оператор А имел обратный. 

3 а м е ч  а н  и е 3. Очевидно, ядро ker А и образ im А - линейные 
подпространства пространства V. Поэтому можно рассматривать раз­
мерности dim (ker А) и dim (im А) этих подпространств. 

Справедлива следующая теорема . 

1 ) Символ im следует отличать от символа Im,  используемого для обозначе­
ния мнимой части комплексного числа . 
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Теорема 5. 1 .  Пусть размерность dim V пространства V рав­
на n, и пусть А - линейный оператор из L(V,  V) . Тогда 

dim ( im А) + dim (ker А) = n.  

Д о  к а з  а т  е л  ь с т  в о .  Так как ker А представляет собой подпрос­
транство V, то можно указать такое подпространство V1 простран­
ства V, что V будет представлять собой прямую сумму V1 и ker А 1) • 
Согласно теореме 2 . 1 0  dim V1 + dim (ker А) = n .  Поэтому для доказа­
тельства теоремы достаточно убедиться ,  что dim V1 = dim (im А) . 

Пусть dim V1 = р, dim ( im A) = q и У1 .  У2 • . . .  , Уч - базис 
в im А. Так как линейный оператор А действует взаимно однозначно 
из V1 в im А 2) , то каждому элементу у из im А можно поставить 
в соответствие единственный элемент х Е V1 такой, что Ах = у. По­
этому в V1 определены элементы х1 ,  х2 , . . .  , Xq такие, что Axk = Yk · 
k = l , 2 ,  . . .  , q .  Элементы х 1 , х2 , . . .  , xq линейно независимы,  ибо если 
а 1х1 + а2х2 + . . .  + aqxq = О, то А(а 1 х1 + а2х2 + . . .  + aqxq) = а1 У1 + 
+ а2У2 + . . .  + ачУч = О, а так как элементы Yt .  у2 • . . .  , Уч линейно 
независимы ,  то а 1 = а2 = . . .  = aq = О, т. е .  и х1 , х2 , . . .  , Xq линейно 
независимы .  Таким образом , в V1 имеется q линейно независимых 
элементов . Следовательно, р � q (напомним ,  что р = dim V1 ) .  

Предположим, что р > q .  Добавим к линейно независимым эле­
ментам Xt , х2 • . . .  , Xq элементы Xq+ I • Xq+2 · . . • , х" так, что х1 , х2 • . . .  
. . . , х" образуют базис в V1 • Так как р > q и q = dim (im А), то эле­
менты Ах1 , Ах2 , . . .  , Ах" . принадлежащие im A, линейно зависимы,  
и поэтому существуют не все равные нулю числа ..\ 1 , ..\2 , • • •  , л" такие, 
что Л 1 Ах1 + Л2Ах2 + . . . + Л"Ах" = О. Отсюда следует, что А(Л 1 х1 + 
+ Л2х2 + . . . + л"х") = О. Так как А действует из V1 в im А взаимно 
однозначно, то из последнего равенства получаем Л 1 х 1  + Л2х2 + . . . 
. . . + л"х" = о.  

Но XJ , Х2 , . . • ' х" - базис в V1 . Поэтому Л 1  = Л2 = . . .  = л" = О. 
Выше указывалось ,  что не все Л 1 • ..\2 , • • •  , л" равны нулю. Следователь-

1 ) Чтобы убедиться в этом, выберем в V такой базис е1 , е2 , . . .  , en . что 
первые r векторов е1 , е2 , . . .  , er образуют базис в ker А, тогда линейная 
оболочка векторов er+ 1  • . . .  , en представляет собой V1 (см . подробнее гл . 4) . 

2) По аналогии с линейными операторами,  действующими взаимно одно­
значно из V в V, можно ввести понятие линейного оператора А, действующего 
взаимно однозначно из линейного пространства V в линейное пространство W. 
Эти операторы характеризуются тем ,  что различным элементам х1 и х2 про­
странства V отвечают различные элементы у1 = Ах1 и у2 = Ах2 простран­
ства W. Таким свойством обладает рассматриваемый оператор А, действующий 
из пространства Vi в пространство im А. 

Действительно, если х1 Е V1 , х2 Е V1 , х2 - х1 =f. О, то х2 - х1 Е V1 , 
и поэтому Ах2 =f. Ах1 (Ах1 Е im А, Ах2 Е im А, ибо если бы Ах2 = Ах1 , то 
А(х2 - х1 ) = О, т. е . х2 - х1 Е ker А, что противоречило бы принадлежности 
х2 - х1 Е V1 и условию х2 - х1 =f. О (V1 и ker А составляют прямую сумму 
и поэтому имеют общим лишь нулевой элемент) . 
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но, предположение р > q ведет к противоречию .  Таким образом , р = q .  
Теорема доказана. 

Имеет место также следующая теорема, в определенном отношении 
обратная теореме 5. 1 .  

Теорема 5.2.  Пусть V1 и V2 - два таких подпространства 
п-мерного пространства V, что dim V1 + dim V2 = dim V. Тогда су­
ществует такой линейный оператор А из L (V ,  V) , что V1 = im A 
и V2 = ker A. 

До к а з  а т  е л  ь с т  в о .  Пусть dim V1 = р, dim V2 = q .  Выберем в про­
странстве V базис е 1 , е2 , . . . , en так ,  чтобы элементы е"+ 1 . е"+2 • . . .  
. . . , en принадлежали V2 • Далее в пространстве V1 выберем некоторый 
базис g1 , g2 , . . .  , g" . 

Определим теперь значения линейного оператора А на базисных 
векторах е 1 , е2 , . . . , en пространства V следующим образом : 

Ае1 = g1 , Ае2 = g2 , . . .  , Ае" = g" , 
Aep+ I = О, Аер+2 = О, . . .  , Aen = О . 

Далее, если х = х 1 е 1 + х2е2 + . . .  + хрер + Xp+ l ep+ I + . . .  + Хпеn , 
то Ах = x 1 g 1 + x2g2 + . . .  + xPgP . Очевидно, оператор А линейный 
и обладает требуемыми свойствами .  Теорема доказана.  

Введем понятие ранга линейного оператора А. 
Назовем рангом линейного оператора А число , обозначаемое сим­

волом rang А и равное rang А =  dim (im А) . 
Отметим следующее очевидное следствие из теоремы 5. 1 и из 

замечания 2 этого пункта . 
С л е д с т в и е  из теоремы 5 . 1 .  Для того чтобы оператор А из 

L (V ,  V) имел обратный А- 1, необходимо и достаточно, чтобы 
rang A = dim V = п .  

Пусть А и В - линейные операторы из  L(V ,  V) .  Справедлива 
следующая теорема . 

Теорема 5.3. Имеют место следующие соотношения: 

raпg АВ � raпg А, гапg АВ � rang В. 

Д о  к а з  а т  е л ь с т  в о .  Докажем сначала первое из отмеченных 
соотношений .  Очевидно , im АВ � im А 1 ) . Поэтому dim (im АВ) � 
� dim ( im А) , т. е. rang АВ � rang А. 

Для доказательства второго соотношения воспользуемся следую­
щим очевидным включением 2) : ker В с ker АВ. 

Из этого включения следует, что dim (ker В) � dim (ker АВ) . 
Из последнего неравенства, в свою очередь,  следует неравенство 
dim V - dim (ker АВ) � dim V- dim (ker В) ,  а из него, согласно тео-

1 ) Символ с здесь и в дальнейшем обозначает включение, т. е .  запись А С 
С В обозначает, что А является подмножеством В. -
- 2) Так как АВ и ВА различные ,  вообще говоря ,  операторы ,  то включение 
im АВ � im В может не иметь места , и поэтому для доказательства второго 
соотношения rang АВ � rang В требуются специальные рассуждения .  
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реме 5 . 1 ,  получаем dim ( im АВ)� dim ( im В),  т. е. rang АВ � rang В.  
Теорема доказана .  

Докажем еще одну теорему о рангах линейных операторов .  
Теорема 5.4.  Пусть А и В - линейные операторы из L(V , V) 

и n - размерность V. Тогда rang АВ � rang А + rang В - n. 
До к а з  а т  е л ь  с т  в о .  Согласно теореме 5 . 1 

d im  ( im  АВ) + d im  (kег АВ) = n.  (5.5) 
Так как rang АВ = dim ( im АВ) ,  то из (5 .5) получаем 

гапg АВ = n - d im (kег АВ) .  (5.6) 
Поскольку, согласно теореме 5 . 1 ,  

d im  ( ker А) + d im  (kег В) = 2n - (гапg А + гапg В) ,  (5 .7) 
то для доказательства теоремы достаточно установить неравенство 

d im  (ker АВ) � d im (kег А) + d im (ker B) . (5 .8) 
Действительно, из этого неравенства и из соотношения  (5 .6) следует 
неравенство 

гапg АВ � n - (dim (ker А) + dim (ker В)) , 
из которого, согласно (5 .  7) ,  сразу же вытекает справедливость утвер­
ждения теоремы .  

Итак ,  перейдем к обоснованию неравенства (5.8) . Пусть 
d im  (ker B) = q . (5 .9) 

Согласно теореме 5 .3  dim (ker АВ) � q .  Поэтому справедливо соот-
ношение 

dim ( ker АВ) = р + q ,  где р � О. (5 . 1 0) 

Так как ker В � ker АВ, то в подпространстве ker АВ можно вы­
брать базис х 1 , х2 , . . .  , Xp+q так ,  что элементы Xp+ I • . . . , Xp+q об­
разуют базис в ker В .  При таком выборе х 1 , х2 , . . .  , Xp+q элементы 
Вх 1 , Вх2 • . . .  , Вхр линейно независимы (если линейная комбинация 

t ЛkBxk = О, то В ( t Лkxk) = О, т. е .  t Лkxk � ker В, а это 
k= l  k= l  k= l  
может быть, в силу выбора х 1 , х2 , . . .  , хР , лишь при Лk = О , k = 1 ,  2, . . .  
. . . , р) .  Поэтому элементы Вх1 , Вх2 . . . .  , Вхр принадлежат ker А, т. е .  
р � dim (ker А) .  Из этого неравенства и соотношений (5 .9 )  и (5. 1 0) 
вытекает требуемое неравенство (5 .8) . Теорема доказана .  

С л е д с т в и е  из теорем 5 .3  и 5 .4 .  Если rang А = n (n - размер­
ность V) ,  то rang АВ = rang ВА = rang В. 

Указанное следствие вытекает из неравенств 
raпg АВ � гапg В (теорема 5 .3) ,  

raпg AB � гапg В (теорема 5 .4 при rang A = n) . 
Из этих неравенств получим ,  что rang АВ = rang В.  Аналогично дока­
зывается соотношение rang ВА = rang В. 
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§ 2 . Матричная запись линейных операторов 
1 .  Матрицы линейных операторов в заданном базисе линей­

ного пространства V. Фиксируем в линейном пространстве V базис 
е 1 ,  е2 , . . . , en . Пусть х - произвольный элемент V и 

(5 . 1 1 ) 

разложение х по данному базису. 
Пусть А - линейный оператор из L (V ,  V ) .  Тогда из (5 . 1 1 ) полу­

чаем 

Полагая 

п 
Ах = L xkAek . 

k= \  

n 
Aek = L a{ej , 

j = \  
перепишем (5 . 1 2) в следующей форме: 

n n n ( n ) k . . k Ах = L х L af.,ej = L L af.,x ej . 
k= \  j = \  j= \ k= \ 

(5 . 1 2) 

(5 . 1 3) 

Таким образом , если у =  Ах и элемент у имеет координаты у 1, 
у2 , . . .  ' yn , ТО 

n 
yj = L a{xk , j = 1 ,  2, . . .  , n .  (5 . 14) 

k= \  

Рассмотрим квадратную матрицу А с элементам и  at :  

А =  (а{ ) . 
Эта матрица называемся матрицей линейного оператора в задан­

ном базисе е 1 ,  е2 , . . .  ' en . 
Наряду с ранее указанным способом записи линейного операто­

ра используется при заданном базисе е 1 ,  е2 , . . .  , en матричная форма 
записи :  у = Ах, причем , если х = (х 1 , х2 , . • . , xn ) , то у =  (у 1 , у2 , . • • 
. . .  , yn ) , где yj , j = 1 ,  2, . . . , n ,  определяются с помощью соотноше­
ний (5. 1 4) ,  а элементы at матрицы А вычисляются по формулам (5 . 1 3) .  

3 а м е ч  а н  и е 1 .  Если оператор А нулевой,  то все элементы матри­
цы А этого оператора равны нулю в любом базисе, т. е .  А - нулевая 
матрица. 

3 а м е ч  а н  и е 2 .  Если оператор А единичный ,  т. е . А = 1, то матри­
ца этого оператора будет единичной в любом базисе . Иными словами ,  
в этом случае А = Е, где Е - единичная матрица . В дальнейшем 
единичную матрицу мы будем обозначать также символом I .  
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Мы выяснили ,  что каждому линейному оператору А из L(V ,  V) 
при заданном базисе линейного пространства V отвечает матрица А 
этого оператора . Естественно, возникает обратный вопрос - каждой 
ли данной матрице А при заданном базисе в V можно поставить 
в соответствие линейный  оператор А, матрицей которого будет данная 
матрица. Важно также выяснить вопрос о единственности матрицы 
линейного оператора в заданном базисе. 

Справедливо следующее утверждение. 
Теорема 5.5. Пусть в линейном пространстве V задан базис 

е 1 , е2 , . . .  , en . и пусть А =  ( а{) - квадратная матрица, содержа­
щая n строк и n столбцов. Существует единственный линейный 
оператор А, матрицей которого в заданном базисе является мат­
рица А .  

Д о  к а з  а т  е л ь  с т  в о .  Докажем сначала существование операто­
ра А. Для этой цели определим значения Aek этого оператора на 
базисных векторах ek с помощью соотношения (5 . 1 3) ,  пола гая в этом 
соотношении  а� равными соответствующим элементам заданной мат­
рицы А.  Значение оператора А на произвольном векторе х Е V, раз­
ложение которого по базисным векторам е 1 , е2 , . . .  , en дается форму­
лой (5 . 1 1 ) ,  определим по формуле (5 . 1 2) .  

Очевидно , построенный оператор линейный и матрицей этого опе­
ратора является матрица А .  

Единственность оператора А, матрицей которого в базисе е1 , е2 , • • •  
. . . , en является матрица А,  следует из соотношений (5. 1 3) :  с помо­
щью этих соотношений  единственным образом определяются значения 
оператора на базисных векторах. 

3 а м е ч а н и е 3 .  Пусть А и В - квадратные матрицы порядка n ,  
А и В - отвечающие им  линейные операторы в заданном базисе { ek } 
пространства V. Из доказательства теоремы 5 .5  следует, что матрице 
А + >. В ,  где >. - некоторое число , отвечает линейный оператор А + >.В 
(напомним ,  что А, В и А + >.В принадлежат L (V ,  V) ) .  

Докажем следующую теорему. 
Теорема 5.6. Ранг линейного оператора А равен рангу матри­

цы А этого оператора: rang А = rang А .  
До  к а з  а т  е л ь  с т  в о .  По  определению rang А = dim (im А ) ,  а 

im А - линейная оболочка векторов gk : 
n 

gk = L aiej 
j= l 

(см. матричную форму записи оператора и определение im А) . 

(5. 1 5) 

Поэтому rang А равен максимальному числу линейно независи­
мых векторов gk . Так как векторы е 1 , е2 , . . .  , en линейно независимы , 
то, согласно (5 . 1 5) ,  максимальное число линейно независимых векто­
ров gk совпадает с максимальным числом линейно независимых строк 
(al . а� • . . .  , а/: )  матрицы А, т. е .  с рангом А. Теорема доказана. 

Пусть А и В - произвольные квадратные матрицы , содержащие n 
строк и n столбцов. Из теорем 5 .3-5 .6 вытекают следующие следствия .  
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С л е д с т в и е  l . Ранг rang А В произведения А и В удовлетворяет 
соотношениям 

rang АВ � rang А, rang АВ � rang В,  
rang АВ ;;:: rang А +  rang В - n .  

С л е д с т в и е  2 .  Обратный оператор А - t для оператора А су­
ществует только тогда , когда ранг  матрицы А оператора А равен n 
(n = dim V) . Отметим,  что в этом случае существует также и обратная 
матрица л- 1 для матрицы А. 

2.  Преобразование матрицы линейного оператора при переходе 

к новому базису. Пусть V - линейное пространство, А - линейный 
оператор из L(V, V) , е 1 , е2 , . . . , en и е1 , е2 , . . .  , en - два базиса в V и 

k = l , 2 ,  . . .  , n (5. 1 6) 

- формулы перехода от базиса {ei } к базису {ek } · Обозначим  через U 
матрицу ( ui ) :  

(5. 1 7) 

Отметим ,  что rang U = n . Пусть 

А =  (а:{. )  и А = (а� ) (5. 1 8) 
- матрицы оператора А в указанных базисах. Найдем связь между 
этими матрицами .  

Справедливо следующее утве�ждение. 
Теорема 5.1 .  Матрицы А и А оператора А в базисах {ek }  и {ek } 

соответственно связаны соотношением 

А =  и- 1 А'и. 
где u- 1 - обратная матрица 1 ) для матрицы и. определенной 
равенством (5. 1 7) . 

Д о  к а з  а т  е л  ь с т  в о. Обращаясь к понятию матрицы линейного 
оператора , получим ,  согласно (5. 1 8) ,  

n 
Aek = :E aiei , (5. 1 9) 

i= I  
И з  определения линейного оператора, и з  формул (5. 1 6) и второй из 

формул (5. 1 9) следуют соотношения 

Aek = л( t иiei) . 
i= I 

n n - "" -i "" j Aek = 6 ak 6 ui е; . 
i= I  j= I  

n n ( n ) 
Поэтому справедливо равенство Е uiAei = :; Е ai иf е; . 

1 ) Так как rang U = n, то обратная матрица и - •  матрицы U существует. 
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Подставляя в левую часть этого равенства выражение Ае; по пер­
вой из формул (5 . 1 9) ,  найдем 

f, ( f, u�a{) ej = f, ( f, а�и{) еj . 
j= I  i= I j= I  i= I 

Так как { ej } - базис, то из последнего соотношения вытекают 
равенства 

j, k = l ,  2 ,  . . .  , n. (5.20) 

Если обратиться к матрицам А, А и И (см . (5. 1 7) и (5. 1 8) ) ,  
то  соотношения (5 .20) будут эквивалентны следующему матричному 
равенству : И А = АИ. 

Умножая обе части этого равенства слева на матрицу и- 1, получим 
требуемое соотношение А = и- 1 АИ. 

Теорема доказана . 
3 а м е ч  а н  и е l .  Обратимся к формуле А = и- 1 АИ. Умножая обе 

части этого матричного равенства слева на матрицу И и справа на и- 1, 
получим соотношение 

А = иАи- 1• (5 .2 1 )  

представляющее собой другую форму связи между матрицами А и А 
линейного оператора А в разных базисах. 

3 а м е ч  а н  и е 2. Пусть А и В - квадратные матрицы порядка n ,  
А и В - отвечающие им линейные операторы в заданном базисе {ek } · 
Как уже отмечалось (см.  замечание 3 предыдущего пункта) ,  матрице 
А + Л В  отвечает линейный оператор А +  ЛВ . Выясним вид матрицы 
этого операт.ора в базисе {ek } .  Пусть А и В - матрицы операторов А 
и В в базисе {ek } .  Тогда , согласно (5 .2 1 ) ,  имеем 

А = и ди- 1 • в = и ви- 1 • (5.22) 
Матрица линейного оператора А +  >.В в базисе {ek }  имеет, со­

гласно (5 .2 1 ) ,  следующий вид: И(А + ЛВ)И- 1• Используя распредели­
тельное свойство умножения матриц ,  перепишем последнюю формулу 
следующим образом (напомним ,  что эта формула представляет собой 
матрицу линейного оператора А +  >.В в базисе {ek } :  

и Аи- 1 + >. (и ви- 1 ) . 
Обращаясь к соотношениям (5.22) , видим ,  что матрица операто­

ра А +  >.В в базисе {ek } записывается следующим образом : 

А + л в . 
В частности , если В - единичная матрица , В = / ,  то В = / 

(см . замечание 2 предыдущего пункта и теорему 5.5) и поэто� мат­
рица линейного оператора А +  >.I в базисе {ek } имеет вид А + >. / .  

С л е д  с т  в и е и з  теоремы 5 .  7. det А = det А. 
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В самом деле,  так как определитель произведения матриц равен 
произведению определителей этих матриц ,  то из равенства А =  u- 1 АИ 
следует, что 

det А =  det и- 1 det А det и. (5 .23) 

Поскольку det u- 1 det И = l ,  то из соотношения  (5 .23) получаем равен­
ство det А = det А. Таким образом , определитель матрицы линейного 
оператора не зависит от выбора базиса . Поэтому можно ввести понятие 
определителя det А линейного оператора А, полагая 

det А = det А, (5.24) 
где А - матрица линейного оператора А в любом базисе. 

3. Характеристический многочлен линейного оператора. Пусть 
А - линейный оператор, а 1 - тождественный оператор из L(V,  V) .  

Определение. Многочлен относительно Л 

det (A - ЛI) (5.25) 
называется характеристическим многочленом оператора А. 

Пусть в пространстве V задан базис { ek } и А = ( ai ) - матрица 
оператора А в этом базисе . Тогда , согласно (5.24) , характеристический 
многочлен (5.25) оператора А запишется следующим образом: 

а : - Л 

det (А - ЛI) = а� 
а ' n 

а� 
а� - Л . . .  

aj 
а2 

az n . . .  а: - Л 

(5 .26) 

Запишем характеристический многочлен (5.25) , обозначая через dk 
коэффициент при лk 

n 
det {A - ЛI) = L dkЛk . (5.27) 

k=O 
3 а м е ч  а н  и е l .  Так как значение определителя det (А - ЛI) не 

зависит от выбора базиса, то коэффициенты dk характеристического 
многочлена в правой части (5.27) также не зависят от выбора базиса. 
Таким образом, коэффициенты dk характеристического многочлена 
оператора А представляют собой инварианты - величины,  значе­
ния которых не зависят от выбора базиса . 

В частности, коэффициент dn- t равный ,  очевидно, а \ + а� + . . . 
. . . + а� . является инвариантом . Этот инвариант называется следом 
оператора А и обозначается символом tr А (от английского слова 
t race - след) : 

tr А = а :  + а� +  . . . + а� . (5.28) 

3 а м е ч  а н  и е 2 .  Уравнение 
det (А - ЛI) = О (5.29) 

называется характеристическим уравнением оператора А. 
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§ 3. Собственные значения и собственные векторы 
линейных операторов 

Пусть V1 - подпространство n-мерного линейного пространства V 
и А - линейный  оператор из L(V ,  V) . 

Определение 1 .  Пространство V1 называется ин.вариантным под­
пространством оператора А, если для каждого х, принадлежаще­
го V1 , элемент Ах также принадлежит V1 . 

Примерами  инвариантных подпространств оператора А могут слу­
жить ker А и im А.  

Определение 2.  Ч исло Л называется собственным значением опе­
ратора А, если существует ненулевой вектор х такой, что 

Ах =  Лх. (5 .30) 

При этом вектор х называется собственным вектором оператора А, 
отвечающим собствен ному значению  Л .  

Справедливо следующее утверждение. 
Теорема 5.8.  Для того чтобы число Л было собственным зна­

чением оператора А, необходимо и достаточно, чтобы это число 
было корн.ем характеристического уравнения (5 .29) оператора А. 

Д о  к а з  а т  е л ь  с т  в о .  Пусть Л - собственное значение оператора А 
и х - собственный  вектор , отвечающий этому Л (х =j:. О) . Перепишем 
соотношение (5 .30) в следующей форме: 

{А - ЛI)х = О. 
Так как х - ненулевой вектор , то из последнего равенства следует, 
что ker {А - ЛI) =j:. О ,  т. е. 

d im {ker (A - ЛI)) � 1 .  (5 .3 1 )  

Поскольку, согласно теореме 5 . 1 ,  

d im { im (А - ЛI) ) + d im {ker {А - ЛI) ) = п, 

то из этого равенства и неравенства (5 .3 1 )  получаем 

dim {im {А - ЛI) ) � п - 1 .  (5 .32) 

По определению ,  d im { im (А - ЛI) ) равняется рангу оператора 
А - ЛI. Поэтому из неравенства (5 .32) следует: 

raпg {А - ЛI) < п .  (5 .33) 

Таким образом ,  если Л - собственное значение, то ранг  матрицы 
А - ЛI оператора А - ЛI меньше п, т. е .  det (А - ЛI) = О  и ,  следова­
тельно, Л - корень характеристического уравнения .  

Пусть теперь Л - корен ь  характеристического уравнения (5 .29) . 
Тогда справедливо неравенство (5 .32) , а следовательно, и неравен­
ство (5 .3 1 ) ,  из которого вытекает существование для числа Л такого 
ненулевого вектора х, что (А - ЛI)х = О . Последнее соотношение 
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эквивалентно соотношению (5 .30) . Поэтому Л - собственное значение. 
Теорема доказана .  

С л е д с т в и е . Каждый линейный оператор имеет собственное 
значение. 

Действительно, характеристическое уравнение всегда имеет корень  
(в  силу основной теоремы алгебры) . 

Справедлива следующая теорема . 
Теорема 5.9. Для того чтобы матрица А линейного опера­

тора А в данном базисе { ek } была диагональной 1 ) ,  необходимо 
и достаточно, чтобы базисные векторы ek были собственными 
векторами этого оператора. 

Д о  к а з  а т  е л ь с т  в о. Пусть базисные векторы ek являются соб­
ственными векторами оператора А. Тогда 

(5 .34) 

и поэтому матрица А оператора А имеет вид (см . соотношения (5. 1 3) 
и понятие матрицы линейного оператора) (л, о . . .  о ) 

А = ? . . �� . . ' : :  . .  � . 
О О . . . Лn 

(5 .35) 

т. е .  я вляется диагональной . 
Пусть матрица А линейного оператора А в данном базисе { ek } 

диагональна ,  т. е .  имеет вид (5.35) . Тогда соотношения (5 . 1 3) примут 
вид (5 .34) , а это означает, что ek - собственные векторы оператора А .  
Теорема доказана .  

Докажем еще одно свойство собственных векторов. 
Теорема 5. 10.  Пусть собственные значения Л 1 ,  Л2 , • • •  , Лр опера­

тора А различны. Тогда отвечающие им собственные векторы е 1 , 
е2 , • • • , ер линейно независимы. 

Д о  к а з  а т  е л ь  с т  в о .  Применим  индукцию .  Так как е 1  - ненулевой 
вектор, то для одного вектора (р = 1 )  утверждение справедливо (один 
ненулевой вектор является линейно независимым) . Пусть утверждение 
теоремы доказано для т векторов е 1 , е2 , . . . , em . Присоединим .к этим 
векторам вектор em+ l и допустим ,  что имеет место равенство 

m+ l 
L akek = О. 
k= I  

Тогда , используя свойства линейного оператора , получим 
m+ l 
L akAek = О. 
k= I  

(5 .36) 

(5 . 37) 

1 ) Напомним,  что матрица называется диагональной, если все ее элементы , 
расположенные не на главной диагонали ,  равны нулю .  
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Так как ek - собственные векторы, то Aek = >.kek , и поэтому 
равенство (5 .37) можно переписать следующим образом: 

m+ I 

m+ I  
:Е ak >.kek = о . 
k= \  

(5 .38) 

Согласно (5 .36) :Е Лm+ 1 akek = О .  Вычитая это равенство из pa­
k= I  

венства (5 .38) , найдем 
m 
L (>.k - Лm+ \ )akek = О . (5.39) 
k= \  

По условию все >.k различны ,  т. е .  >.k - Лm+ t  =J О .  Поэтому из (5 .39) 
и предположения о линейной независимости векторов е 1 , е2 , . . .  , em 
следует, что а. 1 = а.2 = . . .  = cr.m = О. Отсюда и из (5 .36) , а также 
из условия , что em+ t  - собственный вектор (em+ t =J О) , вытекает, 
что cr.m+ t  = О . Таким образом , из равенства (5 .36) мы получаем , что 
cr. 1 = cr.2 = . . .  = Cl'.m+ t = О . Это означает, что векторы е1 , е2 , . . . , em+ t 
линейно независимы . Индукция проведена, и доказательство теоремы 
завершено. 

С л е д  с т  в и е .  Если характеристический многочлен оператора А 
имеет п различных корней , то в некотором базисе матрица опера­
тора А имеет диагональный вид. 

Действительно, в рассматриваемом случае, согласно только что 
доказанной теореме, собственные векторы линейно независимы и по­
этому могут быть выбраны в качестве базисных. Но тогда по теореме 
5.9 в этом базисе матрица оператора А будет диагональной . 

§ 4. Линейные и полуторалинейные формы 
в евклидовом пространстве 

1 .  Специальное представление линейной формы в евклидовом 
пространстве. Пусть V - евклидово пространство, а С - комплекс­
ная плоскость (одномерное комплексное линейное пространство) . 

В п .  1 § 1 этой главы мы ввели понятие линейной формы -
линейного оператора , действующего из V в С. В этом пункте мы  
получим специальное представление произвольной линейной формы f 
из L(V ,  С) . 

Лемма. Пусть f - линейная форма из L (V ,  С) . Тогда существу­
ет единственный элемент h из V такой , что 

j (x) = (х, h) . (5.40) 

Д о  к а з  а т  е л ь  с т  в о. Для доказательства существования элемен­
та h выберем в V ортонормированный базис е 1 , е2 , . . . , en . 
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Рассмотрим элемент h, координаты hk которого в выбранном базисе 
определяются соотношениями 1 ) 

n 
Таким образом , h = L hkek . 

k= l  
n 

(5.4 1 ) 

Пусть х = L xkek - произвольный элемент пространства V. Иc­
k= l пользуя свойства линейной формы f и равенство (5.4 1 ) ,  получим  

n n 
/ (х) = L xk f (ek ) = L xkh k . 

k= \  k= \  
(5.42) 

Так как в ортонормированном базисе {ek } скалярное произведе-
n n n 

ние (х, h) векторов х = L xkek и h = L hkek равно L xkh,k , то 
k= l  k= \  k= \ 

из (5.42) получаем / (х) = (х, h) . 
Существование вектора h доказано. 
Докажем единственность этого вектора . Пусть h1 и h2 - два векто­

ра таких, что с помощью этих векторов форма f (х) может быть пред­
ставлена в виде (5.40) . Очевидно, для любого х справедливо соотно­
шение (х, h 1 ) = (х, h2} ,  из которого следует равенство (х, h2 - h1 } = 
= О. Полагая в этом равенстве х = h2 - h1 и используя определение 
нормы элемента в евклидовом пространстве, найдем l l h2 - h1 1 1  = О. 
Итак ,  h2 = h1 • Лемма доказана . 

3 а м е ч  а н  и е. Очевидно, лемма справедлива и в случае, если V -
вещественное евклидово пространство, а f Е L(V ,  R} , где R - вещест­
венная прямая .  

2.  Полуторалинейные формы в евклидовом пространстве. Спе­
циальное представление таких форм. Введем понятие полуторали­
нейной формы в линейном пространстве. 

Определение.  Числовая функция В{х, у) ,  аргументами  которой 
являются всевозможные векторы х и у линейного пространства L, 
называется полуторалинейной формой, если для любых векторов х, 
у и z из L и любого комплексного числа Л выполняются соотношения 

В(х + у, z ) = В(х, z) + В (у, z) , 

В(х, у +  z ) = В(х, у) + В(х, z) , 
В(Лх, у) = ЛВ(х, у) , 
В (х, Лу) = >..в (х, у) . 

(5.43) 

Иными словами ,  полуторалинейная форма В{х, у) представляет со­
бой числовую функцию двух векторных аргументов х, у ,  определенную 

1 ) Черта над f (ek ) означает, что берется комплексно-сопряженное значение 
этого выражения.  
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на всевозможных векторах х и у линейного пространства L, линейную 
по первому аргументу х и антилинейную по второму аргументу у. 

3 а м е ч  а н  и е 1 .  Если линейное пространство L является веще­
ственным ,  то полуторалинейные формы переходят в так называемые 
билинейные формы, т. е .  формы ,  линейные по каждому из аргументов 
(четвертое из соотношений (5 .43) в силу вещественности >. будет 
характеризовать линейность и по второму аргументу) . Билинейные 
формы изучаются в гл . 7. 

Обратимся к полуторалинейной форме, заданной в евклидовом про­
странстве V. Справедлива следующая теорема о специальном представ­
лении  такой формы .  

Теорема 5. 1 1 . Пусть В(х, у) - полуторалинейная форма в ев­
клидовом пространстве V. Тогда существует единственный линей­
ный оператор А из L (V ,  V) такой, что 

В(х, у) =  (х, Ау) . (5 .44) 
Д о  к а з  а т  е л ь  с т  в о .  Пусть у - любой фиксированный элемент 

пространства V. Тогда В (х, у) представляет собой линейную форму 
аргумента х. Поэтому по лемме предыдущего пункта можно указать 
такой однозначно определенный элемент h пространства V, что 

В(х, у) = (х, h) . (5.45) 
Итак ,  каждому у из V по правилу (5.45) ставится в соответствие 

единственный элемент h из V. Таким образом , определен оператор А 
такой ,  что h = Ау. Линейность этого оператора элементарно следует 
из свойств (5.43) полуторалинейной формы и из свойств скалярного 
произведения .  

Докажем единственность оператора А. 
Пусть А1 и А2 - два оператора таких, что с помощью этих 

операторов форма В(х, у) может быть представлена в виде (5 .44) . Оче­
видно, для любых х и у справедливо соотношение (х, А1 у) = (х, А2у) , 
из которого следует равенство (х, А2у - А1 у) = О . Полагая в этом 
равенстве х = А2у - А 1 у и используя определение нормы элемента , 
найдем l lA2y - A 1 Y l l  = О. 

Таким образом , для .любого у из V имеет место равенство А2у = 
= А 1 у,  т. е .  А2 = А 1 . Теорема доказа на. 

С л е д с т в и е . Пусть В(х, у) - полуторалинейная форма в ев­
клидовом пространстве V. Тогда существует единственный линей­
ный оператор А из L (V ,  V) такой , что 

В(х, у) = (Ах, у) .  
Справедливость следствия вытекает и з  следующих рассуждений .  

Во-первых, форма 81 (х, у) = В (х, у) является полуторалинейной (это 
следует из того , что В (х, у) - полуторалинейная форма, и из опре­
деления такой формы) .  Далее, по теореме 5 . 1 1  получаем для 81 (х, у) 
представление в виде 

81 (у, х) = (у, Ах) . (5.4 7) 
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Так как сопряженное значение о т  В1 (х, у) равно В 1  (х, у) , то, 
беря сопряженное значение левой и правой частей (5.47) и учитывая 
равенство В1 (х, у) = В(х, у) , получим 

В(х, у) = (у ,  Ах) . (5 .48) 

Но (у, Ах) = (Ах, у) (см .  гл . 4, § 3, п. l } . Поэтому из (5.48) полу­
чаем равенство (5 .46) . Следствие доказано. 

3 а м е ч  а н и е 2 .  Теорема 5. l l и следствие из этой теоремы спра­
ведливы и для случая вещественного евклидова пространства . В этом 
случае в формулировке теоремы и следствия термин •полуторалиней­
ная форма» надо заменить термином «билинейная форма• .  См. также 
замечание 1 .  

Введем понятие матрицы полуторалинейной формы в данном ба­
зисе { ek } · n n 

Пусть х, у принадлежат V и х = L xjej . у = L ykek - разложе-
i= I  k= I  

ния  х и у по  базису {ek } ·  Из  определения полуторалинейной формы 
следуют соотношения 

Полагая 
Ь;k = В (е; .  ek ) . 

запишем выражение (5 .49) в следующей форме: 
n 

В(х, у) = L b;kxjy k . 
j , k= I  

(5.49) 

(5.50) 

Матрица В = (Ь;k ) называется матрицей полуторалинейной 
формы В(х, у) в базисе {ek } · 

Справедливо следующее утверждение. 
Пусть полуторалинейная форма В(х, у) представлена в ви­

де (5.46) 
В(х, у) =  (Ах, у) . 

Пусть далее элементы матрицы А оператора А в данном ортонор­
мированном базисе равны aj . Тогда в этом базисе Ьjk = aj . Для 
доказательства обратимся к выражению (5.50) для коэффициентов Ьjk 
полуторалинейной формы .  Преобразуем правую часть (5 .50) с помо­
щью (5.46) . Получим ,  согласно (5 . 1 3) ,  

Ь;k = B(ej , ek ) = (Aej . ek ) = ( f ajeq , ek) = f aj (eq .  ek ) · 
q= I q= I  

Так как базис {ek } ортонормированный ,  т о  (eq .  ek ) = О , если q =F k 
и ( ek , ek ) = l . Поэтому из всех слагаемых последней суммы отличным 
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от нуля будет лишь то, которое получается при q = k .  Таким образом , 
Ь;k = aj . Утверждение доказано. 

3 а м е ч  а н  и е 3 .  Если полуторалинейная форма представлена в виде 
В(х, у) = (х, Ау) и элементы матрицы А оператора А в данном 
ортонормированном базисе равны aj , то в этом базисе Ь;k = aj< . 

§ 5. Линейные самосопряженные операторы 
в евклидовом пространстве 

1 .  Понятие сопряженного оператора. Мы будем рассматривать 
линейные операторы в конечномерном евклидовом пространстве V. 

Определение 1 .  Оператор А* из L (V ,  V) называется сопряженным 
к линейному оператору А, если для любых х и у из V выполняется 
соотношение 

(Ах, у) = (х, А*у) .  (5.5 1 ) 

Легко убедиться в том , что оператор А* , сопряженный к линейному 
оператору А, сам является линейным оператором .  Это вытекает из 
очевидного соотношения 

(Ах, а:у 1 + f3y2) = а(Ах, У 1 ) + iЗ(Ах, У2) = 

= а(х, А*у 1 ) + iЗ(х, А*у2) = (х, А* (а:у1 + f3y2 ) ) , 

справедливого для любых элементов х, У 1 ,  У2 и любых комплексных 
чисел а и {3 . 

Докажем следующую теорему. 
Теорема 5. 1 2. Каждый линейный оператор А имеет единствен­

ный сопряженный. 
Д о  к а з  а т  е л ь с т  в о .  Очевидно, скалярное произведение (Ах, у) 

представляет собой полуторалинейную форму (см. гл . 4, § 3, п .  1 
и определение полуторалинейной формы) .  По теореме 5. 1 1  существует 
единственный линейный оператор А* такой, что эта форма может быть 
представлена в виде (х, А*у) .  Таким образом , (Ах, у) = х, А*у. 

Следовательно, оператор А* - сопряженный к оператору А. Един­
ственность оператора А* следует из единственности представления 
полуторалинейного оператора в виде (5 .44) . Теорема доказана .  

В дальнейшем символ А* будет обозначать оператор, сопряженный 
к оператору А. 

Отметим следующие свойства сопряженных операторов: 
1 °. 1* = 1, 4°. (А* ) *  = А, 
2°. (А +  В) *  = А* + В* ,  5°. (АВ)*  = В* А* . 
3°. (ЛА)* = ХА* , 

Доказательства свойств 1 ° -4 ° элементарны ,  и мы предоставляем 
их читателю .  Приведем доказательство свойства 5°. Согласно 
определению произведения операторов справедливо соотношение 
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(АВ)х = А(Вх) . С помощью этого равенства и определения 
сопряженного оператора получаем следующую цепочку соотношений : 

( (АВ)х, у) =  (А(Вх) , у) =  (Вх, А*у) = 

= (х, В* (А*у) )  = (х, (В* А* )у) .  

Таким образом , ( (АВ)х, у) = (х, (В* А* )у) . Иными словами ,  опе­
ратор в• А* является сопряженным к оператору АВ. Справедливость 
свойства 5° установлена. 

3 а м е ч  а н и е .  Понятие сопряженного оператора для вещественного 
пространства вводится совершенно аналогично. Выводы этого пункта 
и свойства сопряженных операторов справедливы и для этого случая 
(при этом свойство 3° формулируется так :  (.АА) * = .АА* ) . 

2.  Самосопряженные операторы. Основные свойства. 
Определение 2.  Линейный оператор А из L(V ,  V) называется 

самосопряженным, если справедливо равенство 

А* = А. 

Самосопряженный оператор в вещественном пространстве определяет­
ся аналогично. 

Простейшим примером самосопряженного оператора я вляется тож­
дественный оператор 1 (см. свойство 1 °  сопряженных операторов 
в предыдущем пункте) . 

С помощью самосопряженных операторов можно получить специ­
альное представление произвольных линейных операторов. Именно, 
справедливо следующее утверждение. 

Теорема 5. 1 3. Пусть А - линейный оператор, действующий 
в комплексном евклидовом пространстве V. Тогда справедливо пред­
ставление А =  AR + iA1 , где AR и А1 - самосопряженные опе­
раторы, называемые соответственно действительной и мнимой 
частью оператора А. 

Д о  к а з  а т  е л ь с т  в о. Согласно свойствам 2°, 3° и 4° сопряженных 
операторов (см. предыдущий пункт этого параграфа) операторы AR = 
= (А +  А* ) /2 и А, = (А - A* ) /2i - самосопряженные. 

Очевидно, А = AR + iA1 • Теорема доказана .  
В следующей теореме выясняются условия самосопряженности про­

изведения самосопряженных операторов. Мы будем говорнть ,  что опе­
раторы А и В коммутируют, если АВ = ВА. 

Теорема 5. 14. Для того чтобы произведение АВ самосопря­
женных операторов А и В было самосопряженным оператором, 
необходимо и достаточно, чтобы они коммутировали. 

Д о  к а з  а т  е л ь  с т  в о .  Так как А и В - самосопряженные операто­
ры, то, согласно свойству 5° сопряженных операторов (см . п . 1 этого 
параграфа) ,  справедливы соотношения  

(АВ) * = В* А* = ВА. (5.52) 
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Следовательно, если АВ = ВА, то (АВ)* = АВ, т. е .  оператор 
АВ - самосопряженный .  Если же АВ - самосопряженный опе­
ратор, то АВ = (АВ)* ,  и тогда , на основании  (5.52) , АВ = БА. 
Теорема доказана .  

В дальнейших теоремах устанавливается ряд важных свойств само­
сопряженных операторов. 

Теорема 5. 1 5. Если оператор А самосопряженный, то для лю­
бого х Е V скалярное произведение (Ах, х) - вещественное число. 

Д о  к а з  а т  е л ь с т  в о .  Справедливость утверждения теоремы выте­
кает из следующего свойства скалярного произведения в комплексном 
евклидовом пространстве (Ах, х) = (х, Ах) и определения самосопря­
женного оператора (Ах, х) = (х, Ах) 1 ) . 

Теорема 5. 16.  Собственные значения самосопряженного опера­
тора вещественны. 

Д о  к а з  а т  е л ь  с т  в о. Пусть Л - собственное значение самосопря­
женного оператора А. По определению собственного значения операто­
ра А (см .  определение 2 § 3 этой главы) существует ненулевой вектор х 
такой , что Ах = Лх. Из этого соотношения следует, что вещественное 
(в силу теоремы 5 . 1 5) скалярное произведение (Ах, х) может быть 
представлено в виде 2) 

(Ах, х) = Л(х, х) = Л l lx l l 2. 
Так как l l x l l  и (Ах, х) вещественны,  то, очевидно, и Л - веще­

ственное число. Теорема доказана .  
В следующей теореме выясняется свойство ортогональности соб­

ственных векторов самосопряженного оператора . 
Теорема 5. 1 7. Если А - самосопряженный оператор, то соб­

ственные векторы, отвечающие различным собственным значениям 
этого оператора, ортогональны. 

Д о  к а з  а т  е л ь  с т  в о . Пусть Л 1 и Л2 - различные собственные 
значения ( Л 1 =F Л2 ) самосопряженного оператора А, а х1 и х2 -
соответственно отвечающие им  собственные векторы .  Тогда имеют 
место соотношения  Ах1 = Л 1 х 1 , Ах2 = Л2х2 . Поэтому скалярные про­
изведения (Ах1 , х2 ) и (х 1 , Ах2) соответственно равны следующим 
выражениям 3) : 

Так как оператор А самосопряженный ,  то скалярные произведения 
(Ах1 , х2 ) и (х 1 , Ах2 ) равны ,  и поэтому из последних соотношений 

1 ) Напомним ,  что если комплексное число равно своему сопряженному, то 
это число - вещественное. 

2) Напомним,  что символ l lx l l  обозначает норму элемента х. 
3) Так как собственные значения самосопряженного оператора веществен­

ны ,  то (х1 , Ах2 ) = Х2 (х1 , х2 ) = Л2 (х1 , х2 ) . 
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путем вычитания получаем равенство 

Поскольку >.2 f. >. 1 , то из последнего равенства следует равенство 
нулю скалярного произведения (х 1 , х2) , т. е .  ортогональность собствен­
ных векторов х1  и х2 . Теорема доказана . 

3. Норма линейного оператора. Пусть А - линейный оператор, 
отображающий евклидово пространство V в это же пространство. 
Введем понятие нормы оператора А. 

Определение 3. Нормой l l A l l  линейного оператора А называется 
число, определяемое соотношением 1 ) 

l lA l l  = sup l lAx l l · 
l lx l l= I 

(5.53) 

Из определения нормы линейного оператора вытекает следующее 
очевидное неравенство : 

l lAxl l  � l lA l l l l x l l  (5.54) 

(для доказательства достаточно воспользоваться соотношением Ах = 
= (А 1 1:1 1 ) l lx l l ) .  Из соотношения (5 .54) следует, что если l \Al l  = О, то 
оператор А является нулевым. 

Норму самосопряженного оператора А можно определить и другим 
способом . Именно, справедливо утверждение: 

Если А - самосопряженный оператор, то введенная выше нор­
ма l l A l l  оператора А равна supl lx l l= I l (Ax, x) I :  

sup l (Ax, x) I  = l lA l l ·  (5.55) 
l lx l l= I 

Д о  к а з  а т  е л  ь с т  в о .  Для любого х из V справедливо неравенство 
Коши-Буняковского (см .  п. 2 § 3 гл . 4) 

l (Ax, x) I  � l l Ax l l  l lx l \ . 

Из него и из неравенства (5 .54) получаем следующее неравенство: 
\ (Ах, x) I � l lA l l  l l x l \ 2 . Поэтому число 

µ. = sup l (Ax, x) I 
l lx l l = I 

удовлетворяет соотношению 

µ � l l A I \ . 

(5.56) 

(5.57) 

1 ) Напомним,  что ! !Ах! !  = J(Ax, Ах) . Отсюда следует, что l lAxl l  пред­
ставляет собой непрерывную функцию х, которая на замкнутом множестве l lxl l  = 1 достигает конечного наибольшего значения . 
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Отметим ,  что из равенства (Az, z) = (А l l:l l ' l l:l l ) l l z l l 2• z -:/:- О 
и определения  числа µ (см . (5 .56)) вытекает следующее неравенство : 

! (Az , z) i � µ l ! z l ! 2• (5 .58) 

Обратимся теперь к следующему очевидному тождеству: 

4 Re (Ах, у) = (А(х + у) , х + у) - (А(х - у) ,  х - у) 

(в  этом тождестве символ Re (Ах, у) обозначает действительную часть 
комплексного ч исла (Ах, у) ,  само тождество легко вытекает из свойств 
скалярного произведения ,  см .  п. l § 3 гл . 4) . Беря левую и правую 
части этого тождества по модулю,  используя свойство модуля суммы 
и неравенство (5.58) , получим следующие соотношения 1 ) : 

4 1 Re (Ах, У) ! � µ l lx  + Y l l 2  + µ l lx - Y l l 2 = 2µ( \ l x l l 2  + l lY l l 2 ) .  
Отсюда при l ! x l l = l l Y l l  = 1 получаем неравенство 

\ Re (Ах, у) ! � µ . 
Полагая в этом неравенстве у =  Ax/ ! IAxl l  (очевидно , ! IY l l  = \ ) и учи­
тывая ,  что число (Ах, Ах) = l \Axl l 2 я вляется вещественным (поэтому 
Re (Ах, Ах) = (Ах, Ах) = ! 1Ах! 1 2 ) , получим l !Ax l l  � µ, ! lx l l  = 1 .  От­
сюда , согласно неравенству (5 .53) , найдем l lA l l  � µ . 

Для завершения доказательства остается сравнить полученное 
неравенство с неравенством (5 .57) и воспользоваться определением 
числа µ (см . (5 .56) ) .  

4. Дальнейшие свойства самосопряженных операторов. В этом 
пункте мы докажем ряд важных свойств линейных операторов, связан­
ных с понятием нормы .  Сначала мы установим необходимое и доста ­
точное условие самосопряженности оператора . Докажем следующую 
теорему. 

Теорема 5. 1 8 .  Для того чтобы линейный оператор А был само­
сопряженным, необходимо и достаточно, чтобы 2) 

Irn (Ах, х) = О. 
Д о  к а з  а т  е л ь  с т  в о .  По теореме 5 . 1 3  произвольный линейный опе­

ратор А может быть представлен в виде А = Ап + iA1 , где Ап и А1 -
самосопряженные операторы .  Поэтому 

(Ах, х) = (Апх, х) + i (A1x, х) , 

1 ) Мы испол ьзовали при этом определение нормы элемента в комплексном 
евклидовом пространстве . 

2) Символ Im (Ах, х) обозначает мнимую часть комплексного числа 
(Ах, х) . Равенство Im (Ах, х) = О означает, что число (Ах, х) является 
вещественным .  
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причем , согласно теореме 5. 1 5 , для любого х числа (Алх, х) 
и (А1х, х) - вещественные. Следовательно, эти числа соответственно 
равны действительной и мнимой частям комплексного числа (Ах, х) : 

Re (Ах, х) = (Апх, х) , Im (Ах, х) = (А,х, х) . 

Допустим ,  что А - самосопряженный оператор . 
По теореме 5. 1 5  в этом случае (Ах, х) - вещественное число, 

и поэтому lm (Ах, х) = О. Необходимость условия теоремы доказана. 
Докажем достаточность условия теоремы .  
Пусть Im (Ах, х )  = (А,х, х )  = О. Отсюда следует, что l \Aт l l  = О, 

т. е .  А1 = О. Поэтому А =  AR,  где AR - самосопряженный оператор. 
Теорема доказана .  

В следующих утверждениях выясняются некоторые свойства соб­
ственных значений самосопряженных операторов. 

Лемма. Любое собственное значение Л произвольного линейного 
самосопряженного оператора А в евклидовом пространстве равно 
скалярному произведению (Ах, х) , где х - некоторый вектор, удо­
влетворяющий условию l l x l l  = 1 :  

Л = (Ах, х) , l l x l l  = 1 .  (5.59) 

Д о  к а з  а т  е л ь  с т  в о .  Так как Л - собственное значение операто­
ра А, то существует такой ненулевой вектор z, что 

Az = Лz . (5.60) 

Полагая х = z/ l l z l l (очевидно, l lx l l  = 1 ) ,  перепишем (5.60) следу­
ющим образом : Ах = Лх, l \ x l l  = 1 . Отсюда получаем соотношения 
(Ах, х) = Л(х, х) = Л l lx l l 2 = Л , т. е .  (5 .59) имеет место . Лемма дока­
зана . 

С л е д с т в и е . Пусть А - самосопряженный оператор и Л -
любое собственное значение этого оператора. Пусть далее 

m = inf (Ах, х) , М = sup (Ах , х) . 
l lx ! l = I ! l x ! l = I 

(5.6 1 )  

Справедливы следующие неравенства: 

т � л � м . (5.62) 

3 а м е ч  а н  и е 1 .  Так как скалярное произведение (Ах, х) пред­
ставляет собой непрерывную функцию от х, то на замкнутом мно­
жестве l l x l l  = 1 эта функция ограничена и достигает своих точных 
граней т и М. 

3 а м е ч  а н  и е 2 .  Согласно теореме 5. 1 6  собственные значения са­
мосопряженного оператора вещественны .  Поэтому неравенства (5.62) 
имеют смысл . 

Д о к а з а т е л ь с т в о  с л е д с т в и я . Так как любое собственное 
значение Л удовлетворяет соотношению (5.59) , то , очевидно, каж­
дое собственное значение заключено между точными гранями т 

5 Линейная алгебра 



1 28 ЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАТОРЫ [ гл . 5 

и М скалярного произведения (Ах, х) . Поэтому неравенства (5.62) 
справедливы .  

Мы докажем ,  что числа т и М ,  определенные соотношения­
ми  (5 .6 1 )  являются соответственно наименьшим и наибольшим соб­
ственными значениями самосопряженного оператора А. Предваритель­
но убедимся в справедливости следующего утверждения . 

Теорема 5. 1 9. Пусть А - самосопряженный оператор и, кроме 
того, (Ах, х) � О  для любого х. Тогда норма \IA l l  равна наибольше­
му собственному значению этого оператора ) . 

Д о  к а з  а т  е л ь  с т  в о. Мы уже отмечали (см. утверждение преды­
дущего пункта ) ,  что l lA l l  = sup l lx l l == I  l (Ax, x) I . Так как (Ах, х) � О, 
то l lA l l  = supl lx l l == I  (Ах, х) . Согласно замечанию 1 этого пункта д.п я 
некоторого хо . l l xo l l  = 1 , 

(Ахо . хо)  = l lA l l  = Л . 

Обращаясь к определению нормы и используя только что написан­
ные равенства , получим соотношения 2) 

l i (A - ЛI)xo l l 2 = 1 1Axo l l 2 - 2Л (АХо , Хо) + Л2 i lxo l l 2 = 

= l lA l l 2 - 2 J IA l l  · l lA l l  + l lA l l 2 • 1 = О. 

Таким образом,  (А - ЛI)х0 = О, или,  иначе, АХо = Лхо , т. е . Л = 
= l lA l l  - собственное значение оператора А. То, что Л - наибольшее 
собственное значение, вытекает из только что установленного след­
ствия из леммы этого пункта . Теорема доказана .  

Докажем теперь , что числа т и М (см . (5.6 1 ) ) являются наи­
меньшим и наибольшим собственными значениями самосопряженного 
оператора А.  

Теорема 5.20. Пусть А - самосопряженный оператор, а т 

и М - точные грани (Ах, х) на множестве l lx l l  = l .  Эти числа 
представляют собой наименьшее и наибольшее собственные значе­
ния оператора А.  

Д о  к а з  а т  е л ь  ст  в о .  Очевидно, достаточно доказать ,  что числа rn 
и М - собственные значения оператора А.  Тогда из неравенств (5.62) 
сразу же следует, что т и М являются соответственно наименьшим 
и наибольшим собственными значениями .  

Докажем сначала ,  что М - собственное значение. Для этого рас­
смотрим самосопряженный оператор В = А - ml. Так как 

(Вх, х) = (Ах, х) - т(х, х) � О, 

1 ) Так как собственных значений конечное число и они вещественны, то из 
них можно указать наибольшее. 

2) Мы также воспользовались равенством l lAxo l l 2 = l lA l l 2 , которое следует 
из соотношений l lA l l  = (Ахо ,  хо) � l lAxo l l )  и l lAl l  = supl lx lJ = I  l lAxl l · 
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то оператор В удовлетворяет условиям теоремы 5 . 1 9 , и поэтому нор­
ма J IB l l  этого оператора равна наибольшему собственному значению.  
С другой стороны ,  

l lB l l  = sup (Вх, х) = sup (Ах, х) - т = М - т. 
l lx l l = l l lx l l= l 

Таким образом , (М - т) - наибольшее собственное значение опера­
тора В. Следовательно, существует такой ненулевой вектор х0 , что 

Вхо = ( М - m)xo . (5 .63) 

Так как В = А - ml, то Вхо = Ахо - mlxo = АХо - тхо . Подставляя  
это выражение Вхо в левую часть равенства (5 .63) , получим после 
несложных преобразований соотношение Ахо = Мхо . Таким образом , 
М - собственное значение оператора А.  

Убедимся теперь,  что число т также я вляется собственным значе­
нием оператора А. 

Рассмотрим самосопряженный оператор В = -А. Очевидно, что 
-m = sup l lx l l= l (Вх, х) . Согласно только что проведенному доказатель­
ству число -m представляет собой собственное значение оператора В. 
Так как В = -А, то т будет я вляться собственным значением опера­
тора А. Теорема доказана . 

В следующей теореме выясняется важное свойство собственных 
векторов самосопряженного оператора . 

Теорема 5.2 1 .  У каждого самосопряженного линейного опера­
тора А, действующего в п-мерном евклидовом пространстве V, 
существует п линейно независимых попарно ортогональных и еди­
ничных собственных векторов. 

Д о  к а з  а т  е л ь  с т  в о .  Пусть Л 1 - максимальное собственное зна­
чение оператора А (Л 1 = sup l lx l l = l (Ах, х) ) . Обозначим через е 1 соб­
ственный вектор , отвечающий Л 1 и удовлетворяющий условию l l e 1 1 1  = 
= 1 (возможность его выбора следует из доказательства леммы  этого 
пункта ) .  

Обозначим через V1 ( п - 1 ) -мерное подпространство простран-
ства V, ортогональное к е 1 . Очевидно, V1 - инвариантное подпро­
странство оператора А (т. е .  если х Е V1 ,  то и Ах Е V1 . Действительно, 
пусть х Е V1 (т. е .  (х, е 1 ) = О) . Тогда 1 ) 

(Ах, е 1 ) = (х, Ае 1 ) = Л 1 (х, е 1 ) = О . 
Следовательно, Ах - элемент V1 ,  и поэтому V1 - инвариантное 
подпространство оператора А. Это дает нам право рассматривать опе­
ратор А в подпространстве V1 • В этом подпространстве А будет пред­
ставлять собой самосопряженный оператор. Следовательно, имеется 

1 ) Мы использовали свойство самосопряженности оператора (Ах, е 1 ) = = (х, Ае 1 ) и то обстоятельство, что е 1 - собственный вектор оператора : 
Ае1 = Л 1 е 1 . 
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максимальное собственное значение Л2 этого оператора, которое можно 
найти с помощью соотношения 1 ) 

Л2 = max (Ах, х) . l l x= l l l . x..Le 1 
Кроме того , можно указать такой вектор е2 , e2.le 1 , l l e2 ll = 1 ,  что 
Ае2 = Л2е2 . 

Обращаясь далее к (п - 2) -мерному подпространству V2 ,  ортого­
нальному векторам е1 и е2 , и повторяя проведенные выше рассуж­
дения ,  мы построим собственный вектор е3 , l leз l l = 1 ,  ортогональный 
е 1  и е2 • Рассуждая и далее таким же образом , мы последовательно 
найдем п взаимно ортогональных собственных векторов е 1 , е2 , . . .  , еп , 
удовлетворяющи х  условию l l ei l l = 1 , i = 1 ,  2, " . , п . 

3 а м е ч а н и е 1 .  Договоримся в дальнейшем нумеровать собствен­
ные значения самосопряженного оператора в порядке убывания с уче­
том повторяющихся , т. е .  кратных собственных значений .  При этом 
Л 1  � Л2 � " . � Лп и отвечающие им собственные векторы е 1 , е2 , " . 
. . . , еп можно считать взаимно ортогональными и удовлетворяющими 
условию l \ ei 1 1  = 1 .  Таким образом , 

(ei , ej ) = {ь при i = j , 
при i =f. j . 

3 а м е ч  а н  и е 2 .  Из рассуждений в доказательстве теоремы следует 
соотношение Лm+ I = max (fx, �) . Это соотношение можно также x..Lek ,  Х ,  Х k= l , 2, ... , m 
записать в виде Лm+ I  = max (fx, �) , где Em - линейная оболочка x..L Em Х, Х 
векторов е 1 , е2 , • • •  , em . Справедливость замечания вытекает из того , 
что (х, х) = l lx l l 2, и поэтому 

(��,
х�) = (А 1 1:1 1 ' 1 1:1 1 ) ' 

причем норма элемента x/ l lx l l  равна 1 .  
Пусть :Em - множество всех m-мерных подпространств простран­

ства V. Справедливо следующее важное минимаксное свойство соб­
ственных значений .  

Теорема 5.22.  Пусть А - самосопряженный оператор и 
Л 1 , Л2 , " . , Лп его собственные значения, занумерованные 
в порядке, указанном в замечании 1 .  Тогда 

\ . (Ах, х) (5 64) лm+ I  = mш max ) . . fiJE�m x..L E  (х, Х 

Д о  к а з  а т  е л ь  с т  в о .  Пусть Em - линейная оболочка собственных 
векторов е 1 , е2 , . . .  , em оператора А (см . замечание 1 ) .  

1 ) Символ е1 .le2 обозначает ортогональность векторов е1 и е2 . 
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В силу замечания 2 

(Ах, х) max ( ) = Am+ I · xl. E,.. Х, Х 

Поэтому для доказательства теоремы достаточно убедиться в спра­
ведливости соотношения 

(Ах, х) , (Ах, х) , max ,;::; max = лm+ l xl.EEE,.. (х, х) xl. E,.. (х, х) 
для любого Е Е Em . 

(5 .65) 

Перейдем к доказательству соотношения (5.65) . Обозначим сим­
волом El. ортогональное дополнение подпространства Е (см . п . 3 § 2 
гл . 4) . Из теоремы 2 . 1 0  следует, что размерность El. равна n - m. 
Следовательно, 

dim El. + d im Em+ I  = (п - m) + (m + 1) = п + 1 > п. 

Это означает, в силу теоремы 2 .9 ,  что пересечение подпространств 
El. и Em+ t содержит ненулевой элемент. Итак ,  существует элемент х 

m+ I 
такой , что Х.1-Е, l lx l l  = 1 ,  х Е Em+ t . т. е .  х = L ckek . 

k= l  
Так как l lx l l  = l и базис е 1 , е2 , • • •  , em+ t - ортонормированный ,  то 

в силу теоремы Пифагора (см . п. 2 § 1 гл . 4) 

m+ I 
1 1х 1 1 2 = I: i ck l 2 = 1 . 

k= l  

m+ I m+ I  

(5.66) 

Имеем далее Ах = А L ckek = L ckAek . Поскольку ek - coб-
k= I k= I  

ственные векторы оператора А. то  и з  последних соотношений получаем 
m+ I 

Ах = L ck >.kek . Отсюда и из ортонормированности ek следует cпpa­
k= I ведливость соотношения 

(5.67) 

Мы занумеровали собственные значения в порядке убывания с уче­
том возможной их кратности. Поэтому Am+ I � Ak ,  k = 1 ,  2 ,  . . .  , m. 
Отсюда и из соотношений (5.67) и (5 .66) получаем 

m+ I m+ I 
(Ах, х) = L i ck i 2>.k � Am+ I L i ck l 2 = Am+ I · 

k= I k= I 
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Замечая ,  что для любого х =f. О норма элемента x/ l lx l l  равна 
и l lx l l  = 1 ,  а также учитывая ,  что xJ_ E, получим 

(Ах. х )  (А х х ) � (А- -) � , �fg (х, х) 
= �fg W,  W 7 . Х, Х 7 лm+ 1 . 

Итак,  соотношения (5 .65) установлены .  Теорема доказана . 
5. Спектральное разложение самосопряженных операто­

ров. Теорема Гамильтона-Кэли. Рассмотрим самосопряженный 
оператор А и собственные значения Л 1 ;::: Л2 ;::: . . .  ;::: Лn этого 
оператора . При этом е 1 , е2 , . . .  , en - ортонормированный базис, 
состоящий из собственных векторов ,  отвечающих {Лi } · Пусть х Е V. 
Тогда n 

х = :Е (х, ek )ek (5 .68) 
k= \ 

(см . п .  3 § 2 гл . 4) ,  а так как Aek = Лkek , то с помощью (5.68) получаем 
n 

Ах = :Е Лk (х, ek )ek . (5 .69) 
k= \ 

Оператор Pk , определяемый соотношением 

Pkx = (х, ek )ek , (5 .70) 
называется проектором на одномерное подпространство, порожденное 
вектором ek . 

Из свойств скалярного произведения сразу же следует, что Pk -
самосопряженный линейный оператор . 

Отметим следующие важные свойства проекторов :  
1 °. Р� = Pk (отсюда следует, что Pk' = Pk .  где т - натуральное 

число) .  
2°. PkPj = О , где k =1 j .  
Доказательство этих свойств следует из соотношений 

при k = j , 
при k =f. j .  

Заметим также, что непосредственно и з  определения (5. 70) следует, 
что Pk коммутирует с каждым оператором , который коммутирует с А.  

Из  соотношений (5 .68) , (5 .69) и (5 . 70) получаем следующие выра­
жения для х и Ах: 

(5 . 7 1 )  

n 
Ах = L ЛkР kx. (5.72) 

k= \ 
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n 
Из равенства (5 . 7 1 )  следует, что оператор L Pk я вляется тожде­

k= l ственным: n 
1 = L Pk . (5. 73) 

k= I 
Из равенства (5 .72) получаем так называемое спектральное разло­

жение самосопряженного оператора: 
n 

(5 .74) 

Из свойств 1° и 2° проекторов и из соотношения  (5. 7 4) вытекает 
следующее выражение для А 2 : 

n 
А2 = L Л�Рk . 

k= l 
Очевидно, вообще для любого целого положительного в 

n 
(5.75) 

m 
Рассмотрим произвольный полином р(Л) = L ci Лi . По определе­

i= I m 
нию считают р(А) = L ckA k . Обращаясь к соотношению (5. 75) ,  легко 

k= l 
получить следующее выражение для р(А) :  

m 
(5.76) 

i= I 
Докажем следующую теорему. 
Теорема 5.23 (теорема Гамилыона-Кэли ) .  Если А - самосопря­

женный оператор и р(Л) = det (А - ЛI) - характеристический мно­
гочлен этого оператора , то 

р(А) = О . 
Д о  к а з  а т  е л ь  с т  в о. Действительно, если А - самосопряженный 

оператор и Лi - собственные значения этого оператора , то ,  согласно 
теореме 5 .8 ,  Лi является корнем хара ктеристического уравнения ,  т. е . 
р(Лi ) = О . Отсюда и из соотношения (5 .76) следует, что р(А) = О. 
Теорема доказана .  

6. Положительные операторы. Корни m-й степени из операто­
ра. Самосопряженный оператор А называется положительным, если 
для любого х из V справедливо соотношение 

(Ах, х) � О. (5 .77) 
Если оператор А - положительный и из условия (Ах, х) = О 

следует, что х = О, то А называется положительно определенным 
оператором. 
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Положительные и положительно определенные операторы соответ­
ственно обозначаются символами А ? О и А > О. 

Отметим следующее простое утверждение. 
Каждое собственное значение положительного (положительно 

определенного) оператора неотрицательно (положительно) . 
Это утверждение следует из простых рассуждений .  
Пусть Л -собственное значение оператора А. Тогда , согласно лемме 

п .  4 этого параграфа , можно указать такой элемент х, J l x l l  = 1 ,  что 
Л = (Ах, х) . 

Отсюда и из соотношения (5 . 77) получаем , что Л ? О для по­
ложительных операторов и Л > О для положительно определенных 
операторов .  Утверждение доказано. 

Введем понятие корня т-й степени (т - натуральное число) из 
оператора . 

Определение. Корнем т-й степени из оператора А называется 
оператор В такой , что вm = А.  

Корень m-й  степени и з  оператора А обозначается символом A1 /m. 
Естественно выделить какой-либо класс операторов , для которых 

имела бы смысл операция нахождения корня m-й степени .  Определен­
ный ответ на этот вопрос дается следующей теоремой . 

Теорема 5.24. Пусть А - положительный самосопряженный 
оператор, А ? О. Тогда для любого натурального т существует 
положительный самосопряженный оператор A1 1m, A 1 /m ? О. 

Д о  к а з  а т  е л ь  с т  в о .  Обозначим через Лk собственные значения 
оператора А, и пусть { ek } - ортонормированный базис из собственных 
векторов. Обозначим далее через Pk проектор на одномерное подпро­
странство, порожденное вектором ek . 

Согласно предыдущему пункту имеет место спектральное разложе­
ние (5 . 74) самосопряженного оператора А: 

n 
А =  L ЛkPk . 

k= I  
Так как Лk ? О (см . только что доказанное утверждение) , то можно 

ввести следующий самосопряженный оператор В:  
n 

в =  :Е л�1mPk . (5. 78) 
k= I 

Согласно (5 .70) справедливо соотношение 
(Pkx, х) ? О, 

из которого следует положительность операторов Pk и положитель­
ность оператора В (см . (5 .78) ) .  

Из свойств 1 °  и 2 °  проекторов Pk (см . п .  5 этого параграфа) 
n 

вытекает, что вm = L ЛkPk . Сравнивая это выражение для вm 
k= I  

с выражением (5 .74) для А, получим вm = А. Выше была установлена 
положительность оператора В. Теорема доказана. 
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3 а м е ч  а н  и е 1 .  Отметим без доказательства , что существует един­
ственный положительный оператор А 1 /m. 

3 а м е ч  а н  и е 2. В ортонормированном базисе { ek } собственных 
векторов оператора А матрица оператора A1 /m имеет следующий вид: 

(>m . �:�� . .  • . • . . .  � . .  ) • 
о о . . . л;tm 

§ 6. Приведение квадратичной формы 
к сумме квадратов 

В этом параграфе мы изучим вопрос о выборе такого базиса, в ко­
тором квадратичная форма (инвариантная квадратичная функция коор­
динат вектора ; точно это понятие определяется ниже) имеет наиболее 
простой вид. 

Квадратичные формы подробно изучаются в гл . 7. Там будут, в част­
ности, рассмотрены различные способы приведения таких форм к сум­
ме квадратов. 

Введем понятие так называемых эрмитовых форм. 
Определение. Полуторалинейная форма В{х, у) называется эрми­

товой, если для любых х и у справедливо соотношение 
В(х, у) = В(у, х) . (5 .79) 

Согласно следствию из теоремы 5 . 1 1  любая полуторалинейная фор­
ма В(х, у) (в том числе и эрмитова ) может быть единственным обра­
зом представлена в виде 

В(х, у) = (Ах, у) , (5 .80) 
где А - линейный оператор . 

Докажем следующие два утверждения ,  в которых выясняются усло­
вия ,  при которых полуторалинейная форма я вляется эрмитовой . 

Теорема 5.25. Для того чтобы полуторалинейная форма 
В(х, у) являлась эрмитовой, необходимо и достаточно, чтобы опе­
ратор А в представлении (5 .80) этой формы был самосопряженным 
(А =  А* ) . 

Д о  к а з  а т  е л ь с т  в о. Действительно, если А - самоtопряженный 
оператор , то ,  используя свойства скалярного произведения , получим 

В(х, у) = (Ах, у) = (х, Ау) = (Ау, х )  = В (у, х) .  
Таким образом , выполнено соотношение (5.79) , т .  е .  форма 

В(х, у) = (Ах, у) является эрмитовой.  
Если же форма В(х, у) = (Ах, у) эрмитова , то ,  опять обращаясь 

к свойствам скалярного произведения ,  получим равенства 

(Ах, у) = В(х, у) = В(у, х) = (Ау, х) = (х, Ау) .  
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Таким образом,  (Ах, у) = (х, Ау) ,  т. е . оператор А является само­
сопряженным .  Теорема доказана . 

Теорема 5.26. Для того чтобы полуторалин.ейн.ая фор­
ма В(х, у) была эрмитовой, необходимо и достаточно, чтобы 
функция В(х, х) была веществен.ной . 

Д о  к а з  а т  е л ь  с т  в о. Форма В(х, у) будет эрмитовой в том и толь­
ко в том случае, когда линейный оператор А в представлении (5.80) 
этой формы является самосопряженным (см . теорему 5 .25) . Согласно 
же теореме 5 . 1 8 , для того чтобы оператор А был самосопряженным,  
необходимо и достаточно, чтобы для любого х скалярное произведе­
н ие (Ах, х) было вещественным .  Теорема доказана . 

Введем теперь понятие квадратичной формы. 
Пусть В (х, у) - эрмитова форма . 
Квадратичной формой, соответствующей форме В(х, у) ,  назы­

вается функция В (х, х) . 
Докажем следующую теорему о приведении квадратичной формы 

к сумме квадратов. 
Теорема 5.27.  Пусть В(х, у) - эрмитова форма, определенная 

на всевозможных векторах х и у п-мерн.оео евклидова простран­
ства V. Тогда в этом пространстве существует такой орто­
нормированный базис { ek }  и можно указать такие вещественные 
числа )..k , что для любого х, принадлежащего V, квадратичная 
форма В(х, х) может быть представлен.а в виде следующей суммы 
квадратов координат 'k вектора х в базисе {ek } : 

n 
В(х, х) = L лk 1,k 1 2 • (5 .8 1 )  

k= I  
До к а з  а т  е л ь  с т  в о .  Так как форма В(х, у) эрмитова , то , согласно 

теореме 5 .25 ,  существует самосопряженный оператор А такой, что 

В(х, у) = (Ах, у) .  (5.82) 

Обратимся теперь к теореме 5 .2 1 .  По этой теореме для операто­
ра А можно указать ортонормированный базис {ek }  из собственных 
векторов этого оператора . Если Лk - собственные значения А, а 'k -
координаты вектора х в базисе {ek } .  так что 

n 
х = 'L 'kek . (5.83) 

k= I  
то, используя формулу (5 . 1 2) и соотношение Aek = Лkek 1 ) , получим 
следующее выражение для Ах: 

n 
Ах = L лk,kek , (5 .84) 

k= I  

1 ) Это соотношение следует из того, что >.k и е1с - соответственно соб­
ственные значения и собственные векторы оператора А. 
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Из (5.83) , (5 .84) и ортонормированности базиса { ek } получим сле­
дующее выражение для (Ах, х) : 

n 
(Ах, х) = L Лk l(k l 2 . k= I 

Из этого выражения и из соотношения (5.82) получим (5 .8 1 ) .  Тео­
рема доказана. 

Докажем теперь важную теорему об одновременном приведении 
двух квадратичных форм к сумме квадратов . 

Теорема 5.28. Пусть А(х, у) и В(х, у) - эрмитовы формы, 
определенные на всевозможных векторах х и у n-мерного линейного 
пространства V. Допустим далее, что для всех ненулевых элемен­
тов х из V имеет место неравенство В(х, х) > О. Тогда в про­
странстве V можно указать базис { ek } такой, что квадратичные 
формы А(х, х) и В(х, х) могут быть представлены в следующем 
виде: n 

А(х, х) = L Лk l(k l 2 • (5 .85) k= I 
n 

В(х, х) = L l (k l 2 • (5.86) k= I 
где ,\k - вещественные числа, а (k - координаты вектора х 
в базисе {ek } ·  

Д о  к а з  а т  е л ь с т  в о .  Так как свойства скалярного произведения 
и свойства эрмитовой формы В(х, у) при дополнительном требовании 
о том , что В(х, х) > О при х =J О, формулируются одинаково, мы  мо­
жем ввести в линейном пространстве V скалярное произведение (х, у) 
векторов, полагая 

(х, у) = В(х, у) .  (5.87) 
Таким образом , V представляет собой евклидово пространство со 

скалярным произведением (5.87) . 
По теореме 5 .27 можно указать в V такой ортонормированный 

базис {ek } и такие вещественные числа Лk , что в этом базисе квадра­
тичная форма А(х, х) будет представлена в виде (5 .85) . 

С другой стороны ,  в любом ортонормированием базисе скалярное 
произведение (х, х) , равное , согласно (5.87) , В(х, х) , равно сумме 
квадратов модулей координат вектора х. Таким образом , представление 
В(х, х) в виде (5.86) также обосновано. Теорема доказана. 

§ 7 . Унитарные и нормальные операторы 
В этом параграфе рассматриваются свойства важного класса опера­

торов, действующих в евклидовом пространстве V. 
Определение 1 .  Линейный оператор U из L (V, V ) называется 

унитарным, если для любых элементов х и у из V справедливо 
соотношение 

(Ux, Uy) = (х, у) . (5.88) 
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В дальнейшем соотношение (5 .88) будем называть условием уни­
тарности оператора . 

3 а м е ч  а н  и е 1 . Из условия (5 .88) унитарности оператора следу­
ет, что для любого унитарного оператора U справедливо равенство 
l lUx l l = l lх l l -

Отметим следующее утверждение. 
Если Л - собственное значение унитарного оператора U, то 

I Л I = 1 . 
Действительно, если Л - собственное значение U, то существует 

такой элемент е, что l l e l l  = 1 и Ue = Ле. Отсюда и из замечания 1 
следуют соотношения I Л I  = l l Лe l l  = l lUe l l  = l le l l  = 1 . Утверждение до­
казано. 

Докажем следующую теорему. 
Теорема 5.29. Для того чтобы линейный оператор U, действу­

ющий в евклидовом пространстве V, был унитарным, необходимо 
и достаточно, чтобы было выполнено соотношение 

U* = U- 1 • (5 .89) 

Д о  к а з  а т  е л  ь с т  в о. 1 ) Н е  о б х о д  и м о с т  ь. Пусть оператор U 
унитарный ,  т. е .  выполнено условие (5.88) . Обращаясь к определению 
сопряженного оператора U* , можно переписать это условие в следую­
щей форме 1 ) : 

(U*Ux, у) = (х, у) ,  (5.90) 

или ,  иначе, для любых х и у выполняется равенство 

( (U*U - l)x, у) = О. 

Фиксируя в этом равенстве любой элемент х и считая у произволь­
ным ,  получим ,  что линейный оператор U*U - 1 действует по правилу 
(U*U - l)x = О. 

Следовательно, U*U = 1 .  Совершенно аналогично можно убедить­
ся, что UU* = 1. 

Таким образом,  U и U* - взаимно обратные операторы, т. е .  соот­
ношение (5 .89) выполнено. Необходимость условия теоремы доказана .  

2) Д о  с т  а т  о ч н о  с т  ь .  Пусть выполнено условие (5 .89) . Тогда , оче­
видно, UU* = U*U = 1. Обращаясь к определению сопряженного опе­
ратора и используя только что написанные соотношения ,  получим при 
любых х и у равенства 

(Ux, Uy) = (х, U*Uy) = (х, ly) = (х, у) . 

Таким образом , условие (5 .88) унитарности оператора выполнено. 
Следовательно, оператор U унитарный .  Теорема доказана. 

1 ) Напомним,  что оператор U* называется сопряженным к оператору U, 
если для любых z и у выполняется соотношение (z ,  Uy) = (U*z,  у) .  Полагая 
z = Ux, получим (5 .90) .  
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3 а м е ч  а н и е 2 . В процессе доказательства теоремы  установлено, 
что условие (5.88) унитарности оператора U и условие 

u· u = uu· = 1 (5.9 1 )  

эквивалентны .  Таким образом , в основу определения унитарного опе­
ратора можно положить условие (5.9 1 ) .  

Это условие также можно называть условием унитарности опера­
тора U. 

Введем понятие нормального оператора . 
Определение 2. Линейный оператор А называется нормальным, 

если справедливо соотношение 

А*А = АА* . (5.92) 

Обращаясь к условию (5 .9 1 )  унитарности оператора и к усло­
вию (5 .92) , мы видим ,  что любой унитарный оператор является 
нормальным оператором . 

Нам понадобится следующее вспомогательное утверждение . 
Лемма. Пусть А - нормальный оператор. Тогда оператор А 

и оператор А* имеют общий собственный элемент е такой, что 
l l e l l  = 1 и справедливы соотношения Ае = Ле и А*е = Ле. 

Д о  к а з  а т  е л  ь с т  в о. Пусть Л - собственное значение операто­
ра А, и пусть R>. = ker (А - Лl) . Иными словами ,  R>. - множество 
всех элементов х таких ,  что Ах - Лх = О. 

Убедимся теперь, что если х принадлежит R>. , то и А*х принадле­
жит R>. . Действительно, если Ах = Лх (т. е. х Е R>. } ,  то, поскольку 
А - нормальный оператор, 

А(А*х) = А* {Ах) = А* (Лх) = Л (А*х) . 

Иными словами ,  вектор А*х является собственным вектором опе­
ратора А и отвечает собственному значению Л, т. е. принадлежит R>. . 

Рассматривая далее оператор А* как оператор, действующий из R>. 
в R>. , и используя вывод следствия из теоремы 5.8 о том , что каждый 
линейный оператор имеет собственное значение, мы можем утвер­
ждать, что в R>. существует элемент е такой,  что l l e l l  = 1 и справед­
ливы соотношения А*е = µе и Ае = Ле. 

Используя эти соотношения и условие l l e l l  = 1 ,  найдем (Ае, е) = 
= (Ле, е) = Л l l e l l 2 = Л ,  (е, А*е) = (е, µе) = ii l le l l 2 = µ. 

Так как (Ае, е) = (е, А*е) ,  то, очевидно, Л = µ. Лемма доказана . 
Докажем теперь следующую теорему. 
Теорема 5.30. Пусть А - нормальный оператор. Тогда суще­

ствует ортонормированный базис {ek } ,  состоящий из собственных 
элементов операторов А и А* . 

Д о  к а з  а т  е л ь с т  в о. Согласно только что доказанной лемме опера­
торы А и А* имеют принадлежащий V общий собственный элемент е 1 , 
причем l l e 1 1 1  = 1 .  Собственные значения для _операторов А и А*, соот­
ветствующие е1 , равны соответственно Л 1 и Л • • 
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Пусть V1 - ортогональное дополнение элемента е 1 до простран­
ства V. Иными словами ,  V1 - совокупность всех х, удовлетворяющих 
условию (х, е 1 ) = О. 

Докажем ,  что если х принадлежит V1 , то Ах и А*х принадле­
жат V1 •  Действительно, если (х, е 1 ) = О, то 

(Ах, е 1 ) = (х, А*е 1 ) = (х, 5 ч е 1 ) = >. 1 (х, е 1 )  = О , 

т. е. Ах Е V1 . Аналогично, если (х, е 1 ) = О, то 

(А*х , е 1 )  = (х, Ае 1 ) = (х, >. 1 е 1 )  = Х 1 (х, е 1 )  = О , 

т. е .  А*х Е V1 . 
Таким образом , V1 - инвариантное подпространство операторов А 

и А* . Поэтому, по только что доказанной лемме, в подпространстве V1 
существует общий собстI!енный элемент е2 операторов А и А* такой, 
что Ае2 = >.2е2 , А*е2 = >.2е2 . 

Далее мы обозначим через V2 ортогональное дополнение элемен­
та е2 до V1 • Рассуждая так же , как и выше, мы докажем ,  что в V2 
есть общий собственный элемент е3 операторов А и А* такой, что 
J l eз l l  = l .  Продолжая аналогичные рассуждения ,  мы ,  очевидно, постро­
им в пространстве V ортонормированный базис {ek } .  состоящий из 
собственных элементов операторов А и А* . Теорема доказана . 

С л е д с т в и е  l .  Пусть А - нормальный оператор. Существует 
базис {ek } ,  в котором А имеет диагональную матрицу. 

Действительно, по только что доказанной теореме существует ба­
зис {ek } из собственных векторов оператора А. Согласно теоре­
ме 5 .9  в этом базисе матрица оператора А диагональна. 

С л е д с т в и е  2. Унитарный оператор имеет полную ортонор­
мированную систему собственных векторов. 

Следующая теорема я вляется обратной для теоремы 5.30. 
Теорема 5.3 1 .  Если у действующего в n-мерном евклидовом 

пространстве V оператора А имеется n попарно ортогональных 
собственных элементов е 1 , е2 , . . .  , en , то оператор А нормальный. 

Д о  к а з  а т  е л  ь с т  в о .  Пусть { ek } - попарно ортогональные соб­
ственные векторы оператора А. Тогда Aek = >.kek и, согласно (5.69) , 
имеет место следующее представление оператора А 1) : 

n 
Ах = L >.k (x, ek )ek . 

k= I  
Докажем,  что сопряженный оператор А* действует по правилу 

n 
А*у = L 5.k (y, ek )ek . (5 .93) 

k= I  

1 ) Представление (5 .69) справедливо для любого оператора , имеющего п 
попарно ортогональных собственных векторов. 
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Достаточно доказать, что для операторов А и А* , определяемых соот­
ношениями (5.69) и (5.93) , справедливо равенство 

(х, А*у) = (Ах, у) . (5.94) 
Подставляя в левую часть этого равенства выражение А*у по фор­

муле (5.93) , получим после несложных преобразований  
n n 

(х, А*у) = L (х, 5.k (y, ek )ek ) = L Лk (у, ek ) (x, ek ) = 
k= I  k= I  

n 
= L Лk (х, ek ) (ek , у) = {Ах, у) . 

k= I  
Таким образом , равенство (5 .94) доказано, т .  е .  оператор А* , дей­

ствующий по правилу (5.93) , является сопряженным к оператору А. 
Чтобы завершить доказательство теоремы,  нужно убедиться в спра­

ведливости равенства (5.92) :  А* А = АА* . 
Согласно (5.93) имеем 1) 

n 
АА*х = L 5.k (x, ek )Aek = 

k= I  n n 
= L лk>.k (x, ek )ek = L >.kлk (x, ek )ek = А* Ах. 

k= I  k= I  
Итак,  для операторов А и А* справедливо равенство (5 .92) и ,  следова­
тельно, оператор А является нормальным .  Теорема доказана .  

§ 8. Канонический вид линейных операторов 
В этом параграфе рассматривается вопрос о выборе для заданного 

линейного оператора специального базиса , в котором матрица этого 
оператора имеет простейший вид, называемый жордановой формой 
матрицы. 

Введем понятие присоединенного элемента оператора А. 
Определение. Элемент х называется присоединенным элементом 

оператора А, отвечающим собственному значению Л , если для некото­
рого целого т ;:: 1 выполняются соотношения 

(А - .ЛI)mx -:/:- О, (А - .ЛI)m+ l x = О. 
При этом число т называется порядком присоединяемого элемен­
та х. Иными словами ,  если х - присоединенный элемент порядка 
т, то элемент (А - .ЛI)mx является собственным вектором опера­
тора А. 

В этом параграфе мы докажем следующую основную теорему. 

1 ) Мы воспользовались также соотношениями Ае1с = .\1се1с . 
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Теорема 5.32. Пусть А - линейный оператор, действующий 
в п-мерном евклидовом пространстве V. Существует базис 

{ek' } .  k = l , 2 ,  . . .  , l ;  m = l , 2 ,  . . .  , nk ; n 1 + n2 + . . .  + n1 = n ,  
(5 .95) 

образованный из собственных и присоединенных векторов операто­
ра А, в котором действие оператора А описывается следующими 
соотношениями: 

Ael = Лkek , k = 1 ,  2 ,  . . . , l ;  

А m , m m- 1 (5 .96) 
ek = лkek + ek , k = 1 ,  2 ,  . . . , l ;  т = 2, 3, . . .  , nk . 

Прежде чем перейти к доказательству, сделаем ряд замечаний .  
3 а м е ч  а н  и е 1 .  Очевидно, векторы el базиса (5 .95) являются 

собственными векторами  оператора А, отвечающими собственным зна­
чениям лk . 

Из определения присоединенных векторов и соотношений (5.96) 
следует, что векторы е;;' (k = 1 ,  2, . . .  , l; т = 2, 3 ,  . . . , nk ) являются 
присоединенными векторами  порядка m, отвечающими собственным 
значениям Лk соответственно. 

3 а м е ч  а н  и е 2 .  Обращаясь к формулам (5. 1 3) и (5 . 1 2) ,  мы видим ,  
что соотношения (5 .96) действительно определяют действие операто­
ра А в пространстве V при заданном базисе {е;;'} .  

3 а м е ч  а н  и е 3 .  Матрица А линейного оператора А в базисе { ek' }  
имеет следующий «клеточный»  вид: 

А = 
( Л � 

Л2 О ) ' 

О Л1 
где клетка Лk представляет собой следующую матрицу: 

лk = (��k . .  !� . . � . .  :.: : . .  �·) . 
о о о . . .  1 
о о о . . .  лk 

(5.97) 

(5 .98) 

3 а м е ч  а н  и е 4 .  Форма (5 .97) матрицы А линейного оператора А 
называется жордановой формой матрицы этого оператора . При этом 
клетка Лk обычно называется жордановой клеткой матрицы А. Отме­
тим ,  что теорему 5 .32 о приведении матрицы оператора к простейшему 
виду (5.97) называют теоремой о приведении матрицы оператора к жор­
дановой форме. 

3 а м е ч  а н  и е 5 .  Жорданова форма матрицы (5.97) определена 
с точностью до порядка расположения клеток Лk по диагонали матри­
цы. Этот порядок зависит от порядка нумерации собственных значе­
ний лk . 
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Мы дадим доказательство теоремы 5 .32 ,  предложенное А. Ф. Фи­
липповым 1 ) . 

Д о  к а з  а т  е л ь с т  в о т е о р е м ы  5.32 :  Для доказательства теоремы 
применим метод индукции .  При n = 1 утверждение теоремы очевидно. 
Пусть n > 1 и теорема верна для пространств размерности меньше n . 
Докажем, что при этом предложении она верна и для пространств 
размерности n .  Этим и будет завершено доказательство теоремы .  

Пусть Л - собственное значение оператора А.  Согласно теоре­
ме 5.8 это число является корнем характеристического уравнения 
det (А - .ЛI} = О. Следовательно, ранг r линейного оператора 2) 

В = А - .ЛI (5.99) 
меньше n ,  т. е .  r < n .  

Линейный оператор В отображает пространство V на подпростран­
ство im В . Поэтому оператор В отображает подпространство im В 
размерности r < n в это же подпространство. По предположению 
индукции в im В есть базис 
{hk'} .  k = l , 2, . . . , p ; m = l , 2 , . . . , rk ;  r 1 + r2 + . . . + rp = r, 

(5. 1 00) 
в котором действие оператора В из im В в im В дается следующими 
соотношениями :  

(5. 1 0 1 )  
Bhk' = µkhk + ь�-

1
• k = 1 ,  2 , . . . • р; m = 2 ,  3 ,  . . . ' Tk · 

Таким образом, в этом базисе матрица В оператора В, действую­
щего из im В в im В 3) , имеет следующий клеточный  вид: 

В = (М1 м2 • о ) · где Мk = (�
k 

. . �� . . � . .  :.: : . .  �·) · (5. 1 02) 
. о о о . . .  l 

о 

. м о о о . . .  µk 
р 

Пусть лишь первые m 1  (m 1  � О) собственных значений оператора В 
равны нулю. 

Так как ранг каждой клетки Mk (см . (5 . 1 02) ) ,  для которой µk = 
= О, равен rk - 1 ,  а ранг клетки ,  для которой µ1е =/::. О, равен rk ,  то, 

- р 

согласно (5. 1 00) ,  ранг матрицы В равен L rk - m1  = r - m1 . Поэтому 
k= I  

1 ) Филиппов А .  Ф. Краткое доказательство теоремы о приведении матрицы 
к жордановой форме // Вестник Московского университета . 1 97 1 . № 2. 2) Напомним, что ранг r линейного оператора В равен размерности im В; 
согласно теореме 5.6 ранг r равен рангу матрицы этого оператора . 

3) Символом В мы будем обозначать оператор В, действующий из im В 
в im B .  
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размерность подпространства ker В равна т1 1) и ker В представля­
ет собой линейную оболочку векторов h\ , h� , . . .  , h),, 1 • Эти векторы 
в силу линейной независимости образуют базис в ker В. Очевид-- 1 1 1 -
но, ker В С ker В .  Дополним базис h 1 , h2 , • • •  , hm1 в ker В до базиса 
в ker В векторами gk , k = 1 ,  2 , . . .  , т0 , то = n - r - т1 (размерность 
ker В по теореме 5 . 1 равна п - dim im В, т. е .  равна n - r) . 

Так как gk Е ker В, то 
Bgk = О. (5. 1 03). 

Обратимся теперь к векторам h�k , k = 1 ,  2 , . . .  , т 1 •  Поскольку эти 
векторы принадлежат im В, то существуют такие векторы fk Е V, что 

Bfk = h�k , k = l , 2 , . . .  , т 1 . (5. 1 04) 
Докажем теперь ,  что векторы 

hi;' (k = 1 ,  2 , . . .  , р; т = 1 ,  2, . . .  , rk ) ,  
gk (k = 1 ,  2 , . . . . то) .  rk (k = 1 ,  2, . . . ' т 1 ) 

(5. 1 05) 

линейно независимы .  
Рассмотрим следующую равную нулю линейную комбинацию f этих 

векторов: 
р rk mo m 1 

f = L L akmhk' + L f3kgk + L /'krk = о. (5. 1 06) 
k= I  m= I  k= I  k= I  

Рассмотрим действие оператора В н а  этот элемент f .  Получим ,  
согласно (5 . 1 0 1 ) ,  (5 . 1 03) и (5 . 1 04) ,  следующее выражение: 

р р rk m 1 
Bf = L aklµkhl + L L akm (µkhk + ь;;-- 1 ) + L /'kh�k = о. 

k= I  k= I  m=2 k= I  (5. 1 07) 
Соотношение (5. 1 07) представляет собой равную нулю линейную 

комбинацию базисных векторов {hi;' } . поэтому коэффициенты при 
этих векторах в указанной линейной комбинации равны нулю. По­
скольку µk = О при k � т1 , то из (5. 1 07) следует, что коэффициенты 
при h�k в точности равны /'k . и поэтому /'k = О. Отсюда и из соотно­
шения (5. 1 06) получаем равенства 

mo р rk g = L f3kgk = - L L akmhk' ' (5. 1 08) 
k= I  k= I  m= I  

и з  которых следует, что вектор g ,  представляющий собой линейную 
комбинацию векторов {gk } ,  принадлежит ker В (напомним ,  что векто­
ры {gk } составляют часть базиса в ker В) . 

С другой стороны,  из (5. 1 08) вытекает, что g представляет собой 
линейную комбинацию векторов hi;' , т. е .  принадлежит im В. Следова-

1 )  Ранг матрицы В равен dim im В. Согласно теореме 5. 1 dim im В + 
+ dim ker В = r. Следовательно, dim ker В = m1 . 
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тельно, g принадлежит ker В (напомним ,  что ker В есть пересечение m1 
im B и ker В} ,  и поэтому g = L бkhk . 

k= I  
Так как линейные оболочки наборов векторов {gk }  и {hl } имеют 

общим лишь нулевой элемент (эти наборы вместе образуют базис 
в ker В) и, как мы установили ,  g принадлежит каждой из упомянутых 
линейных оболочек, то g = О . Но тогда из (5. 1 08) следует, что fЗk = О 
(k = l ,  2, . . . , mo) и O:km = О (k = l ,  2, . . .  , р; т = l ,  2, . . .  , rk ) · 

Итак, все коэффициенты в линейной комбинации (5. 1 06) векторов 
(5 . 105) равны нулю, т. е. векторы (5 . 105) линейно независимы. 

Общее число векторов (5. 105) равно r + m0 + m1 • Так как m0 = n -
- r - m1 (это было установлено выше, в доказательстве при введении 
векторов gk ) .  то общее число векторов (5 . 105) равно n и поэтому они 
образуют базис в V. Обозначим  

f _ hrk+ I k - k (5 . 1 09) 
и запишем векторы этого базиса в следующей последовательности 
серий :  

{g1 } ; {g2} ; · · · ; {gmo } ; 
{hl , . . .  , h�k , h�k+ I } , k = l ,  2 , . . .  , m 1 ; (5 . 1 10) 

{hl • . . .  , h�k } , k = m1 + l ,  . . .  , р . 
Рассмотрим действие оператора В на векторы базиса (5. 1 1 0) в про­

странстве V. Обращаясь к соотношениям (5. 1 0 1  ), (5. 1 03) , (5. 104) 
и (5. 1 09) , убедимся , что действие В в базисе (5 . 1 10) дается соотноше-
ниями 

Bgk = O, k = l , 2 , . . .  , mo , Bh�k+ ' = h�k . k = l , 2 , . . .  , m 1 
и соотношениями (5. 1 0  l ) .  

Итак, в базисе ( 5 .  l l О) оператор В = А - ЛI действует по  прави­
лу (5.96) ,  указанному в формулировке теоремы  5.32 . Но тогда в этом 
базисе и оператор А = В + ЛI действует по этому же правилу. Теорема 
доказана . 

§ 9. Линейные операторы 
в вещественном евклидовом пространстве 

В этом параграфе мы покажем, каким образом определения и ре­
зультаты предыдущих параграфов переносятся на случай веществен­
ных евклидовых пространств. 

1 .  Общие замечания. Рассмотрим произвольное n-мерное веще­
ственное евклидово пространство V и оператор А, действующий 
из v в v. 

Понятие линейного оператора для случая вещественного линейного 
пространства формулируется в полной аналогии с соответствующим 
понятием для комплексного пространства . 
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Определение 1 .  Оператор А называется линейным, если для лю­
бых элементов х Е V u у Е V и любых вещественных чисел а и (:З 
выполняется равенство 

А(ах + {Зу) = аАх + {ЗАу. (5 . 1 1 1 ) 
В полной аналогии с комплексным пространством вводится понятие 

собственного значения и собственного вектора оператора . 
Важно заметить, что собственные значения являются корнями ха­

рактеристического уравнения оператора . 
Обратное утверждение в вещественном случае верно лишь тогда , 

когда соответствующий корень хара ктеристического уравнения веще­
ственный .  Только в этом случае указанный корень будет собственным 
значением рассматриваемого линейного оператора . 

В связи с этим естественно выделить какой-либо класс линейных 
операторов в вещественном евклидовом пространстве , все корни харак­
теристических уравнений  которых .вещественны .  

В доказанной выше теореме 5 . 1 6  было установлено, что все соб­
ственные значения самосопряженного оператора вещественны.  Кро­
ме того, понятие самосопряженного оператора играло важную роль 
в выводах § 6 настоящей главы о квадратичных формах. Естественно 
поэтому перенести понятие самосопряженного оператора на случай 
вещественного пространства . 

Предварительно введем понятие оператора А* , сопряженного к опе­
ратору А. Именно оператор А* называется сопряженным к А, если для 
любых х и у из V выполняется равенство {Ах, у) = (х, А*у) . 

Без затруднений на случай вещественного пространства перено­
сится теорема 5 . 1 2  о существовании  и единственности сопряженного 
оператора . 

Напомним ,  что доказательство теоремы 5 . 1 2  опирается на понятие 
полуторалинейной формы.  В вещественном случае вместо полуторали­
нейной формы следует воспользоваться билинейной формой В(х, у) . 

По этому поводу в п .  2 § 4 гл . 5 сделано соответствующее замечание. 
Напомним в связи с этим определение билинейной формы в лю­

бом вещественном , не обязательно евклидовом, линейном простран­
стве L .  Пусть В - функция ,  сопоставляющая каждой упорядоченной 
паре (х, у) векторов х Е L и у Е L вещественное число В(х, у) . 

Определение 2.  Функция В(х, у) называется билинейной формой , 
заданной на L, если для любых векторов х, у и z из L и любого 
вещественного числа Л выполняются соотношения :  

В(х + z ,  у) = В(х, у) + B(z, у) ,  
В (х, у +  z ) = В(х, у) + В(х, z) , 

В(Лх, у) = В(х, .Лу) = ЛВ(х, у) . 
(5. 1 1 2) 

Важную роль в данном параграфе будет играть специальное пред­
ставление билинейной формы В(х, у) в виде 

В(х, у) = (Ах, у) ,  (5. 1 1 3) 
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где А - некоторый линейный оператор . Соответствующая теорема 
(теорема 5. 1 1 ) об аналогичном представлении полуторалинейной фор­
мы в комплексном пространстве опиралась на выводы леммы  п . 1 § 4 
настоящей главы о специальном представлении линейной формы f (х) . 
В конце указанного пункта отмечалось, что эта лемма верна и в ве­
щественном пространстве . Заметим только, что в доказательстве лем­
мы выбор элементов hk нужно производить не по формуле (5.4 1 ) ,  
а с помощью формулы hk = / (ek ) ,  где / (х) - данная линейная форма 
в вещественном пространстве. 

В § 6 настоящей главы были введены эрмитовы формы. Эрмитова 
форма - это полуторалинейная форма В(х, у) в комплексном про­
странстве, характеризующаяся соотношением В(х, у) = В(у, х) (черта 
над В означает, что берется комплексно-сопряженное значение для В) . 

В случае вещественного пространства аналогом эрмитовых форм 
служат симметричные билинейные формы.  Такая форма характектери-
зуется соотношением 

В(х, у) = В(у, х) . (5. 1 1 4) 

Билинейная форма В(х, у) , заданная на линейном пространстве L, 
называется кососимметричной, если для любых векторов х и у из 
L выполняется соотношение 8(х, у) = -В(у, х) . Очевидно, что для 
каждой билинейной формы функции 

1 
81  (х, у) = 2 [В(х, у) + 8 (у, х)] , 

1 В2 (х, у) = 2 [В (х, у) - 8(у, х)] 

являются соответственно симметричной и кососимметричной билиней­
ными формами .  Поскольку 8(х, у) = 8 1  (х, у) + В2 (х, у) , то мы полу­
чаем следующее утверждение. 

Любую билинейную форму можно представить в виде суммы 
симметричной и кососимметричной билинейной формы. 

Нетрудно видеть, что такое представление является единственным . 
Мы докажем следующую теорему о симметричных билинейных 

формах (эта теорема служит аналогом теоремы 5.25 об эрмитовых 
формах) . 

Теорема 5.33. Для того чтобы билинейная форма В(х, у) , за­
данная на всевозможных векторах х и у вещественного евклидова 
пространства V, была симметричной, необходимо и достаточ­
но, чтобы линейный оператор А, фигурирующий в представле­
нии (5. 1 1 3) ,  был самосопряженным. 

Д о  к а з  а т  е л ь  с т  в о. Если А - самосопряженный оператор, то, 
используя свойства скалярного произведения ,  получим  

8(х, у )  = (Ах, у )  = (х, Ау) = (Ау,  х )  = В(у, х) . 
Таким образом , выполняется соотношение (5 . 1 1 4) ,  т. е . билинейная 

форма 8(х, у) = (Ах, у) симметричная .  
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Если же форма В(х, у) = (Ах, у) симметричная,  то справедливы 
соотношения (Ах, у) = В (х, у) = В(у, х) = (Ау, х) . 

Следовательно, оператор А самосопряженный . Теорема доказана.  
Введем понятие матрицы линейного оператора А. Пусть е 1 ,  е 1 , • • •  

. . . , en - какой-либо базис в n-мерном вещественном линейном прост-n 
ранстве L .  Положим Aek = L aiei . 

i= I  
Тогда , как и в комплексном случае, нетрудно показать, что если n 

х = L xkek , то для компонент вектора у = Ах справедливо представ­
k= I  n 

ление yi = L aixk . 
k= I  

Матрица А = (ai) называется матрицей линейного оператора А 
в базисе {ek } · 

Аналогично тому, как это было сделано в § 2 настоящей главы, 
можно доказать ,  что величина det А не зависит от выбора базиса и ,  
тем самым ,  корректно вводится определитель det А оператора А. 

Характеристическим уравнением, отвечающим оператору А, на­
зывается уравнение det (А - >.1) = О, а многочлен , стоящий в левой 
части этого уравнения ,  называется характеристическим многочлен.ом 
оператора А. 

Докажем теперь теорему о корнях характеристического многочлена 
самосопряженного оператора в вещественном евклидовом простран­
стве. 

Теорема 5.34. Все корн.и характеристического многочлен.а само­
сопряженного линейного оператора А в евклидовом пространстве 
вещественны. 

Д о  к а з  а т  е л  ь с т  в о .  Пусть >. = а + i/3 - корень характеристиче­
ского уравнения 

det (А - >.I)  = О (5. 1 1 5) 

самосопряженного оператора А. 
Фиксируем в V какой-либо базис {ek } и обозначим через ajk 

элементы матрицы оператора А в этом базисе (отметим,  что ajk -
вещественные числа) .  

Будем искать ненулевое решение следующей системы линейных 
однородных уравнений  относительно � 1 . 6 . . . . , �n : 

где >. = а + i/3 .  

n 
L ajk�k = >.�j · j = 1 ,  2, . . . , n ,  
k= I  

(5. 1 1 6) 

Так как определитель системы (5. 1 1 6) равен det (А - >.I) (напом­
ним ,  что определитель матрицы линейного преобразования не зависит 
от выбора базиса и, согласно (5 . 1 1 5 ) ,  этот определитель равен нулю) ,  
то система (5. 1 1 6) однородных линейных уравнений имеет ненулевое 
решение �k = Xk + iyk , k = 1 ,  2, . . . , n . 
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Подставляя это решение в правую и левую части системы  (5 . 1 1 6) , 
учитывая при этом, что Л = а + i{З ,  и отделяя  затем веществен­
ную и мнимую части полученных соотношений ,  найдем, что наборы 
(х 1 . х2 • . . . , xn ) и (у 1 , У2 • . . .  , Yn ) вещественных чисел 1 ) удовлетворя­
ют следующей системе уравнений :  

n 

n 
L ajkXk  = O:Xj - {Зуj . 
k= I 

L ajk Yk = o:yj + {Зхj . j = 1 , 2, . . .  , n . 
k= I  

(5 . 1 1 7) 

Рассмотрим в данном базисе е 1 , е2 , • • • , en векторы х и у с коорди­
натами х 1 , х2 • . • •  , Xn и Yt .  У2 · . . .  , Yn соответственно. Тогда соотноше­
ния (5. l l 7) можно переписать в виде 

Ах = ах - {Зу, Ау = ау + {Зх. 
Умножим первое из полученных соотношений скалярно на у, а вто­

рое - на х. Очевидно, получим равенства 
(Ах, у) = а(х, у) - {З(у, у) , 

(х, Ау) = а(х, у) + {З (х, х) . (5 . 1 1 8) 

Так как оператор А самосопряженный,  то (Ах, у) = (х, Ау) . По­
этому путем вычитания соотношений  (5. l 1 8) получим равенство 

/З[(х, х) + (у,  у)] = О. 
Но (х, х) + (у, у) # О (если (х, х) + (у, у) = О, то х1с = О и У1с = О, 
k = l ,  2 ,  . . .  , n; следовательно, решение {1с = х1с + iy1c было бы нуле­
вым, тогда как по построению это решение ненулевое) .  Поэтому {3 = О , 
а так как {3 - мнимая часть корня Л = а + i/3 характеристического 
уравнения (5. l 1 5) ,  то , очевидно, Л - вещественное число. Теорема 
доказана. 

Как и в комплексном случае, для самосопряженного оператора 
справедливо утверждение о существовании  ортонормированного ба­
зиса , состоящего из собственных векторов этого оператора (аналог 
теоремы 5 .2 1 ) . Докажем это утверждение. 

Теорема 5.35. У каждого самосопряженного линейного опера­
тора А, действующего в n-мерном вещественном евклидовом про­
странстве V,  существует ортонормированный базис из собствен­
ных векторов. 

Д о  к а з  а т  е л  ь с т  в о. Пусть Л 1 - вещественное собственное значе­
ние оператора А, а е 1 - единичный собственный вектор, отвечающий 
этому собственному значению ( l l e 1 1 1  = l ) .  

Обозначим через V1 ( n - l ) -мерное подпространство простран­
ства V. ортогональное к е1 • Очевидно, V1 - инвариантное под­
пространство пространства V (т. е. если х Е V1 , то Ах Е V1 ) . Дей-

1 ) Напомним, что не все эти числа равны нулю. 
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ствительно, пусть х Е V1 ; тогда (х, е 1 ) = О. Поскольку оператор А 
самосопряженный  и Л 1  - собствен ное значение А, получим (Ах, е 1 ) = 
= (х, Ае 1 )  = Л 1 (х, е 1 ) = О . 

Следовательно, Ах Е V1 , и поэтому V1 - инвариантное подпро­
странство оператора А. Поэтому мы можем рассматривать оператор А 
в подпространстве V1 • Ясно, что в V1 оператор А будет самосопря­
женным .  По теореме 5 .34 у оператора А, действующего в V1 , имеется 
вещественное собственное значение Л2 , которому отвечает собствен­
ный вектор е2 Е V1 оператора А, удовлетворяющий условию l l e2 l l  = 1 .  

Обращаясь далее к (п - 2) -мерному подпространству V2 , ортого­
нальному векторам е 1 и е2 , и повторяя только что описанные рассужде­
ния ,  мы построим собственный вектор е3 оператора А, ортогональный 
векторам е 1 и е2 и удовлетворяющий условию l l eз l l  = 1 .  

Рассуждая и дальше таким же образом , мы в результате найдем п 
взаимно ортогональных собственных векторов е 1 , е2 , . . .  , en операто-
ра А. удовлетворяющих условию l l ek l l  = 1 ,  k = 1 ,  2 ,  . . .  , п .  Очевидно, 
векторы {ek } образуют базис в V. Теорема доказана .  

3 а м е ч  а н  и е .  Пусть е 1 ,  е2 , . • •  , en - ортонормированный базис 
в п-мерном евклидовом пространстве V, состоящий из собственных 
векторов самосопряженного оператора А, т. е .  Aek = Лkek . Тогда мат­
рица оператора А в базисе { ek } я вляется диагональной , причем диаго­
нальные элементы имеют вид а� = Лk . 

Отметим ,  что если {ek } - произвольный ортонормированный базис 
в вещественном евклидовом пространстве V, то матрица самосопря­
женного оператора А будет симметричной, т. е .  А' = А. Верно и об­
ратное утверждение ,  т. е .  если в некотором ортонормированном базисе 
{ek } матрица оператора является симметричной, то оператор А -
самосопряженный .  

Этим вещественный случай отличается от  комплексного , поскольку 
в комплексном случае оператор А является самосопряженным тогда 
и только тогда , когда матрица А этого оператора в ортонормированном 
базисе я вляется эрмитовой ,  т. е .  элементы ai матрицы А удовлетворя­
ют условию ai = af (черта означает комплексное сопряжение) . 

Указанное утверждение непосредственно следует из того, что если 
(ai ) - матрица оператора А, то матрица сопряженного оператора 
в вещественном случае равна (af ) , а в комплексном случае - (a:n ,  что 
легко проверяется прямым вычислением .  

2.  Ортогональные операторы. В комплексном евклидовом про­
странстве важную роль и грают унитарные операторы, введенные в § 7. 
Аналогом унитарных операторов в вещественном евклидовом простран­
стве являются ортогональные операторы . 

Определение 1 .  Линейный оператор Р, действующий в веществен­
ном евклидовом пространстве V, называется ортогональным, если для 
любых х и у из V выполняется равенство 

(Рх, Ру) = (х, у) . (5. 1 1 9) 
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Таким образом , ортогональный оператор сохраняет скалярное про­
изведение. Отсюда непосредственно следует, что если е1 ,  е2 , • • •  , en -
ортонормированный базис евклидова пространства V, то Ре1 ,  Ре2 , • • •  
. . . , Реп также является ортонормированным базисом.  В дальней­
шем условие (5. 1 1 9) будем называть условием ортогональности опера­
тора Р.  

Справедливо следующее утверждение. 
Теорема 5.36. Для того чтобы линейный оператор Р был орто­

гональным, необходимо и достаточно, чтобы существовал опера­
тор p- I и было выполнено равенство 

Р* = р- 1 .  (5 . 1 20) 

где Р* - оператор, сопряженный к Р, а p- I - оператор, обрат­
ный к Р.  

До к аз  ат  ел  ь ст  в о. 1 )  Н е  о б х о д  и м о с т  ь .  Пусть Р - ортого­
нальный оператор, т. е .  выполняется условие (5. 1 1 9) . Применяя сопря­
женный оператор Р* ,  это условие можно записать в виде (Р*Рх, у) = 
= (х, у) . 

Таким образом , для любых х и у выполняется равенство 
( (Р*Р - l)x, у) = О. 

Фиксируя в этом равенстве любой элемент х, считая у произволь­
ным, получим ,  что линейный оператор Р*Р - 1 действует по прави­
лу (Р*Р - l)x = О. 

Следовательно, Р*Р = 1;  совершенно аналогично можно убедиться , 
что РР* = 1. Таким образом , операторы Р* и Р взаимно обратны,  т. е . 
условие (5. 1 20) выполнено. 

2) Д о  с т  а т  о ч н о  с т  ь .  Пусть выполнено условие (5 . 1 20) . Тогда, 
очевидно, РР* = Р*Р = 1. 

Обращаясь к определению сопряженного оператора и используя 
только что написанные соотношения ,  получим для любых х и у равен­
ства (Рх, Ру) = (х, Р*Ру) = (х, ly) = (х, у) . 

Мы видим, что условие (5. 1 1 9) выполнено, следовательно, опера­
тор Р ортогональный .  Теорема доказана. 

Введем теперь понятие ортогональной матрицы Р. 
Определение 2. Матрица Р называется ортогональной, если 

Р'Р = РР' = / , (5 . 1 2 1 )  

где Р' - транспонированная матрица ,  а / - единичная матрица . 
Если е 1 , е2 , • • •  , en - ортонормированный базис в евклидовом про­

странстве V, то оператор Р является ортогональным тогда и только 
тогда , когда его матрица в базисе { ek } ортогональна. 

Непосредственно из равенства (5. 1 2 1 )  следует, что если матри­
ца Р = (р� ) является ортогональной , то 

n 
k l { 1 при k = l , Е Pi Pi = О при k f l . 
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В комплексном евклидовом пространстве аналогом ортогональной 
матрицы является унитарная матрица.  Именно, матрица И называется 
унитарной, если выполняется соотношение 

U* U = UU* = !, (5. 1 22) 

в котором И* - эрмитово сопряженная матрица , т. е .  И* = []' , где 
штрих означает транспонирование,  а черта - комплексное сопряжение. 

Нетрудно показать ,  что в ортонормированном базисе матрица ли­
нейного оператора U является унитарной тогда и только тогда , когда 
оператор U является унитарным .  

В заключение рассмотрим для примера ортогональные преобразова­
ния в одномерном и двумерном пространствах. 

В одномерном случае каждый вектор х имеет вид х = ае , где а -

вещественное число и е - вектор , порождающий данное пространство . 
Тогда Ре = Ле, и так как (Ре, Ре) = Л2 (е, е) = (е, е) , то Л = ± 1 . 

Таким образом ,  в одномерном случае существуют два ортогональ­
ных преобразования :  Р+.х = х и Р_х = -х. 

В двумерном случае каждое ортогональное преобразование 
определяется в произвольном ортонормированном базисе ортого-
нальной матрицей порядка 2, т. е. матрицей Р = (� �) . Из усло­
вия РР' = Р'Р = 1 следует 

а2 + Ь2 = 1 ,  а2 = d2 , Ь2 = с2 , ас + db = О, аЬ + cd = О. 

Полагая а =  cos ер, Ь = - sin ер, получаем , что каждая ортогональная 
матрица порядка 2 имеет вид 

р - ( cos cp 
± - ± sin cp 

- sin ср )  
± cos cp ' 

причем во второй строке в обоих случаях следует брать либо знак +. 
либо знак - .  

Отметим ,  что det Р± = ± 1 .  Ортогональная матрица Р+ называется 
собственной, а ортогональная матрица Р_ - несобственной . 

Оператор Р+. с матрицей Р+ в ортонормированном базисе е 1 . е2 
осуществляет поворот в плоскости е 1 , е2 на угол r.p .  

Для того чтобы выяснить, как действует оператор Р_ с матрицей Р_ .  
введем матрицу Q = (6 �1 ) ,  совпадающую с Р_ при ер = О, и за­
метим ,  что Р_ = Q Р+ .  Матрице Q отвечает отражение плоскости от­
носительно оси е 1 , следовательно, действие оператора Р_ заключается 
в повороте на угол ер и последующем отражении .  

Заметим ,  что векторы Р_е 1 , Р.+е2 образуют, в силу ортогонально­
сти Р.+ .  ортонормированный  базис и в этом базисе матрица операто­
ра Р_ совпадает с Q, т. е. я вляется диагональной . 

В общем случае, когда ортогональный оператор Р действует 
в n-мерном евклидовом пространстве, существует ортонормированный 
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базис е1 , е2 ,  . . .  , en , в котором матрица оператора Р имеет вид 

- \ 
- \ 

о 

cos ч:� 1 - sin ч:� 1 
sin ч:� 1 - cos ч:� 1 

о 

cos ч:�1с - sin Ч'k 
sin ч:�1с - cos <р1с 

В этой матрице все элементы , кроме выписанных, равны нулю. 

1 53 

Таким образом , в некотором ортонормированном базисе действие 
ортогонального оператора сводится к последовательным поворотам 
и отражениям относительно координатных осей.  



Г л а в а 6 
ИТЕРАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ 

ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ И ЗАДАЧ 
НА СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ 

В настоящей главе изучаются различные методы решения системы 
линейных уравнений с вещественными коэффициентами относительно 
неизвестных, также принимающих вещественные значения .  

Все используемые на практике методы решения систем линейных 
уравнений  можно разделить на две большие группы :  точные методы 
и итерационные методы.  

Под точным методом решения понимается метод, теоретически 
позволяющий получить точные значения неизвестных в результате 
проведения конечного числа арифметических операций. Примером точ­
ного метода может служить изложенный в гл . 3 метод, основанный на 
применении формул Крамера 1 ) . 

Итерационные методы позволяют получить искомое решение лишь 
в виде предела последовательности векторов ,  построение которых про­
изводится с помощью единообразного процесса , называемого процес­
сом итераций (последовательных приближений) .  Итерационные методы 
весьма удобны для использования современной вычислительной тех­
ники .  Изложению наиболее употребительных итерационных методов 
решения линейных систем посвящен § 1 настоящей главы. 

Итерационные методы находят широкое применение и при реше­
нии другой важной вычислительной задачи линейной алгебры - так 
называемой полной проблемы собственных значений (так называют 
проблему отыскания всех собственных значений и отвечающих им 
собственных векторов заданной матрицы 2) ) . В итерационных методах 
собственные значения вычисляются как пределы некоторых числовых 
последовательностей без предварительного определения коэффициен­
тов характеристического многочлена . 

1 ) Практически метод,  основанный на формулах Крамера , обычно не nри­
меняется ,  ибо он требует nроведения очень большого числа арифметических 
оnераций и заnисей .  Более удобным является точный метод, основанный на 
nоследовательном исключении неизвестных и называемый методом Гаусса 
(его изложение можно найти, наnример, в книге Фаддеев Д. К. , Фаддеева В. Н. 
Вычислительные методы линейной ал гебры . - М. :  Физматгиз, 1 963, гл . 2) . 

2) В отличие от этой nроблемы,  задачу отыскания некоторых (например, 
наибольших по модулю) собственных значений заданной матрицы называют 
частичной проблемой собственных значений. 
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В § 2 настоящей главы разбирается один  из самых важных (наибо­
лее употребительных на ЭВМ) итерационных методов решений полной 
проблемы собственных значений  - так называемый метод вращений 
(или метод Якоби) .  Этот метод применим  ко всякой симметричной 
(или к эрмитовой) матрице, легко реализуется на ЭВМ и всегда схо­
дится. Он устойчив по отношению к ошибкам округления результатов 
промежуточных вычислений и обладает тем замечательным свойством, 
что наличие кратных и близких друг к другу собственных значений не 
только не замедляет его сходимости,  а напротив ,  ускоряет ее. Метод 
вращений ,  предложенный Якоби и известный еще с середины прошлого 
века , долгое время не находил практического применения из-за боль­
шого объема вычислений ,  необходимых для его реализации .  И лишь 
появление быстродействующих электронных вычислительных машин 
сделало его самым эффективным методом решения полной проблемы 
собственных значений  симметричных и эрмитовых матриц .  

§ 1 .  Итерационные методы решения линейных систем 
1. Метод простой итерации (метод Якоби) .  Рассмотрим квадрат­

ную систему линейных уравнений с вещественными коэффициента­
ми (3. 1 0) (см . п . 1 § 2  гл . 3) ,  которую запишем в матричном виде 

AX = F, 

понимая под А основную матрицу системы 

А =  
а 1 1  а 1 2  • • •  a i n  
а2 1  а22 • . • a2n 

(6. 1 )  

(6.2) 

/1 
а под Х и F векторы-столбцы вида Х = F -' - f 2 , первый из 

Xn /n 
которых подлежит определению ,  а второй задан .  

Предлагая однозначную разрешимость системы (6. 1 ) ,  заменим мат­
ричное уравнение (6. 1 )  эквивалентным ему матричным уравнени­
ем Х = Х - т АХ + т F , в котором через т обозначено вещественное 
число, обычно называемое стационарным параметром. 

С помощью этого последнего уравнения составим итерационную 
последовательность векторов {Xk } .  определив  ее рекуррентным соот­
ношением 

Xн i = Xk - тAXk + т F (k = O, l , " . ) (6.3) 

при произвольном выборе «нулевого» приближения Х0• 
Метод простой итерации заключается в замене точного решения Х 

системы (6. 1 )  k-й итерацией Х k с достаточно большим номером k .  
Оценим погрешность Zk = Xk - Х метода простой итерации .  
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Из соотношений (6.3) и (6. 1 )  сразу же вытекает следующее матрич­
ное уравнение для погрешности Zk : 

Zн 1 = (Е - тA) Zk , (6.4) 

где Е - единичная матрица порядка n . 
Введем в рассмотрение норму вектора в пространстве En и опера­

торную норму квадратной матрицы порядка n . Как обычно, назовем 
нормой вектора Х число l l X l l , равное корню квадратному из суммы 
квадратов координат этого вектора . Назовем операторной нормой про­
извольной матрицы А число l l A l l . равное либо точной верхней грани 
отношения l l AX l l / l l X l l на множестве всех ненулевых векторов Х, либо 
(что то же самое) точной верхней грани норм l l AX I \  на множестве всех 
векторов Х,  имеющих норму, равную единице .  

Итак, по определению 
_ l l AX l l l \ A l l  - �1о llXf '  (6.5) 

Напомним ,  что для любой симметричной матрицы А 1 ) оператор­
ная норма этой матрицы равна наибольшему по модулю собственному 
значению этой матрицы (см . п. 4 § 5 гл . 5) , т. е. 

l l A \ I = max \ Л8 \ . (6.6) 
в 

Из (6.5) вытекает следующее неравенство , справедливое для любой 
матрицы А и любого вектора Х:  

1 1 лх 1 1 :::; 1 1 л 1 1 1 1х 1 1 . (6. 7) 

Из матричного уравнения для погрешности (6.4) и из неравенства (6. 7) 
мы получим ,  что для любого номера k 

(6.8) 

Докажем теперь следующую простую, но важную теорему. 
Теорема 6. 1 .  Для того чтобы итерационная последователь­

ность (6.3) при любом выборе нулевого приближения Хо и при 
данном значении параметра т сходилась к точному решению Х 
системы (6. 1 ) ,  достаточно, чтобы было выполнено условие 

p = l l E - тA l l < I . (6.9) 

При этом последовательность (6.3) сходится со скоростью геомет­
рической прогрессии со знаменателем р. 

В случае, если матрица А является симметричной, условие яв­
ляется и необходимым условием сходимости итерационной после­
довательности (6.3) при любом выборе нулевого приближения. 

Д о  к а з  а т  е л ь с т  в о. Для установления достаточности усло­
вия (6.9) заметим ,  что из неравенства (6.8) вытекает следующее 
соотношение: 

(6. 1 0) 

1 ) Матрица А называется симметричной, если А = А' .  
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Из (6. 1 О) очевидно , что условие (6. 9) обеспечивает сходимость 
последовательности погрешностей Zk к нулю со скоростью геометри­
ческой прогрессии со знаменателем р. 

В случае, если матрица А является симметричной, будет симмет­
ричной и матрица Е - т А, а поэтому в силу (6.6) условие (6.9) можно 
переписать в эквивалентном виде 

р = max 1 1  - т Лв 1 < 1 (6. 1 1 ) 8 

(здесь через {Л8 }  обозначены собственные значения матрицы А) . 
Убедимся в том , что условие (6. 1 1 ) я вляется необходимым усло­

вием сходимости к нулю последовательности {Zk } при любом выборе 
нулевого приближения Х0. Предположим,  что условие (6. 1 1 ) не вы­
полнено. Тогда существует собственное значение Л8 , удовлетворяющее 
неравенству 1 1  - тЛв l � 1 .  Обозначим через х<в> отвечающий этому 
собственному значению собственный вектор матрицы А и выберем 
нулевое приближение Хо так ,  чтобы Zo совпало с х<">. Тогда, после­
довательно записывая соотношение (6.4) для номеров 1 ,  2, . . .  , k, мы 
получим ,  что Zk = ( 1  - тЛ8 ) k z0 • Из последнего соотношения в силу 
неравенства 1 1  - тЛв l � 1 вытекает, что \ \ Zk \ I не стремится к нулю 
при k � оо .  Теорема 6. 1 доказана .  

Сразу же заметим,  что для практических целей недостаточно уста­
новить только факт сходимости последовательности итераций . Цен­
тральной задачей численных методов является оценка скорости схо­
димости .  Очень важно знать, как наилучшим способом распорядиться 
стационарным параметром т для того , чтобы получить наиболее быст­
рую сходимость. Остановимся на этом вопросе подробнее. 

Пусть задана е-точность, с которой нам требуется получить точное 
решение системы (6. 1 ) .  Требуется найти итерацию Xk с таким номе­
ром k, для которого 

(6. 1 2) 

Из (6.9) и (6. 1 0) вытекает, что l l Zk l l :::;; pk l l Zo l l и ,  стало быть, (6. 1 2) 
выполняется при pk :::;; е ,  т. е .  при k � ln ( l /e ) / in ( l /p) .  

Отсюда видно, что для уменьшения числа итераций k, достаточных 
для достижения требуемой е-точности,  следует выбрать параметр т 
так, чтобы получить минимум функции р = р(т) = l l E - тA l l · 

Считая матрицу А симметричной и положительно определенной , м ы  
приходим к следующей задаче оптимизации :  найти минимум функции 

min р(т) = min l l E - тA l l = min {max 1 1 - тЛ" I } .  
т т т 8 

Решение этой и несколько более общей задачи ,  предложенное 
А. А. Самарским ,  излагается в следующем пункте. Там будет доказано, 
что указанный минимум функции р = р( т) достигается для значе­
ния т = 2/('Yt + "/2) ,  где 'Yt и 'У2 - соответственно минимальное и мак­
симальное собственные значения матрицы А, причем минимальное 
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значение функции р( т ) равно 
1 - /\ / /2 - /2 - /1 
1 + /\ /12 - /2 + /\ 

[ гл . 6 

2.  Общий неявный метод простой итерации. Снова обратимся 
к решению линейной системы (6. l ) ,  но на этот раз заменим итераци­
онную последовательность (6 .3) более общей итерационной последова­
тельностью, определяемой соотношением 

B
Xk+ i - Х1с + AXk = F, (6. 1 3) 

т 
в котором В представляет собой некоторую «легко обратимую» квад­
ратную матрицу п- го порядка , а т - стационарный параметр . Та­
кой метод составления итерационной последовательности и называется 
неявным методом простой итерации. Рассмотренный в предыдущем 
пункте явный метод простой итерации получается из неявного метода 
в частном случае В = Е, где Е - единичная матрица порядка n .  

Для того чтобы сформулировать в удобной для приложений форме 
условие сходимости общего неявного метода простой итерации ,  напом­
ним некоторые понятия ,  введенные в предыдущей главе. 

Напомним ,  что матрица А называется положительно определен­
ной , если (АХ ,  Х) > О  для любого ненулевого вектора Х. В гл . 5 было 
доказано, что необходимым и достаточным условием положительной 
определенности симметричной матрицы А (или,  что то же самое, 
самосопряженного линейного оператора А) является положительность 
всех собственных значений этой матрицы (этого оператора) .  

Если матрица А является положительно определенной, то мы 
договоримся писать неравенство А > О. Далее договоримся писать 
неравенство В > А (или А < В) в случае, если В - А > О (т. е. если 
матрица В - А является положительно определенной) . 

Докажем следующую замечательную теорему 1 ) . 
Теорема 6.2 (теорема А .  А .  Самарского) . Пусть матрица А явля­

ется симметричной и выполнены условия А > О, В >  О (симметрич­
ность матрицы В, вообще говоря, не предполагается) .  

Тогда для того чтобы итерационная последовательность, опре­
деляемая соотношением 

B Xk+ i - Х1с + AXk = F, (6. 1 3) 
т 

при любом выборе нулевого приближения Хо сходилась к точному 
решению Х системы АХ = F, достаточно, чтобы были выполнены 
условия 

2В  > т А , тА > О. (6. 1 4) 

При дополнительном предположении о том, что матрица В 
является симметричной, условия (6. 1 4) не только достаточны, но 

1 ) Эта теорема я вляется частным случаем доказанного известным советским 
математиком А .  А .  Самарским значительно более общего утверждения .  (Самар­
ский А. А. Введение в теорию разностных схем . - М. :  Наука, 1 97 1 . ) 
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и необходимы для сходимости указанной итерационной последова­
тельности при любом выборе нулевого приближения Хо .  

До к а з  а т  ел  ь с т  в о .  1 )  До ст  а т  о ч н о  с т  ь .  Прежде всего оценим 
погрешность Zk = Xk - Х. Так как Х удовлетвовлетворяет уравне­
нию АХ = F, а Xk соотношению (6. 1 3) ,  то для Zk получим соотно-
шение 

(6 . 1 5) 

Установим для погрешности Zk так называемое основное энерге­
тическое соотношение. 

Умножая (6. 1 5) скалярно на вектор 

получим равенство 

2(z Z ) 2 
Zн1 - z" k+ I  - k = Т , т 

2т ( 8 
Zн�т- z" ' 

Zн1т- z" ) + 2т ( AZk , 
Zн1т- z" ) = О. (6 . 1 6) 

Если воспользоваться обозначением С = 28 - т А и соотношением 
z _ Zн1 + 

Z" _ Zн 1 - Z" _ Zн1 - z" _ � Zн1 - z" k - 2 2 - 2 2 т ' 

то равенство (6. 1 6) можно переписать в виде 
(C Z1e+ 1 - z" 

Z1e+ 1 - z" ) (А ( ) ) о т т , т + Zн 1 + zk , Zн 1  - zk = . (6 . 1 7) 

Далее заметим,  что в силу симметрии матрицы А второе слагаемое 
в (6. 1 7) равно (АZн 1 . Zн1 ) - (AZk , Zk ) ·  Это приводит нас к основ­
ному энергетическому соотношению: 

(С Zн 1 - z" 
Zн1 - z" ) (А z ) (AZ z ) т т ' т + Zk+ I • k+ I = k • k . (6. 1 8) 

Для доказательства достаточности условий (6 . 1 4) остается с по­
мощью основного энергетического соотношения доказать сходимость 
к нулю последовательности { l l Zk l i } .  

Из основного энергетического соотношения и и з  положи­
тельной определенности матрицы С = 28 - т А вытекает, что 
{АZн1 , Zн1 ) � (AZk , Zk ) ,  т. е. вытекает невозрастание последова­
тельности { (AZk , Zk ) } .  Из условия А > О  вытекает, кроме того, что 
эта последовательность ограничена снизу нулем,  а поэтому сходится. 

Но тогда из основного энергетического соотношения следует, что 

lim (с 
Zн1 - z" . 

Zн1 - z" ) = О. (6 . 1 9) k-too т т 
Напомним ,  что для положительно определенной матрицы С всегда 

найдется 8 > О  такое, что (СХ , Х) � 8(Х , Х) для любого вектора Х 
или, что то же самое, l l X l l 2 � ( 1 /б) {СХ, Х) . Последнее неравенство 
позволяет заключить, что из равенства нулю указанного выше преде­
ла (6. 1 9) следует, что 

(6 .20) 

6 Линейная алгебра 
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Для завершения доказательства достаточности следует воспользо­
ваться соотношением 

В
Zн1  - Z1c + AZk = О, 

т 

из которого, в силу существования для положительно определенной 
матрицы А ограниченной обратной матрицы л- 1, вытекает, что 

zk = -л- 1 8 (Zн 1 - Zk ) ·  
т 

Последнее равенство и соотношение (6 .20) дают право заключить, что 
lim \ \ Zk \ I = О . Достаточность доказана.  k-+oo 

Для доказательства необходимости условий (6. 14 )  при дополни-
тельном предположении о том , что матрица В симметрична, привлечем 
следующую лемму. 

Лемма. Пусть С - некоторая симметричная матрица, а В -
симметричная положительно определенная матрица. Тогда матри­
ца С является положительно определенной в том и только в том 
случае, когда являются положительными все собственные значения 
задачи СХ = ЛВХ. 

Для доказательства леммы заметим ,  что так как матрица В явля­
ется симметричной и положительно определенной, то (в силу теоре­
мы 5.24 из п. 6 § 5 гл . 5) существует самосопряженный положительно 
определенный оператор В1 12 такой,  что для соответствующей ему 
матрицы 8 1 12 справедливо равенство В 1 12 х В 1 12 = В. Так как мат­
рица В 1 12 является положительно определенной и симметричной , то 
для нее существует ограниченная и симметричная обратная матрица, 
которую мы обозначим через в- 1 12• 

Заметим далее , что с помощью замены Х = в- 1 12у и умноже­
ния слева на матрицу в- 1 /2 задача на собственные значения СХ = 
= ЛВХ переходит в эквивалентную задачу на собственные значения 
в- 1 12св- 1 12У , так что для доказательства леммы остается убедиться 
в том , что заведомо симметричная матрица в- 1 12с в- 1 12 является 
положительно определенной тогда и только тогда , когда является поло­
жительно определенной матрица С. Это последнее сразу вытекает из 
того, что для любых ненулевых векторов Х и У, связанных соотноше­
нием у = в- 1 12 х . справедливо равенство 

(в- 1 t2св- 1 t2х . х) = (св- 1 t2х , в- 1 12х) = (СУ. У) . 
Лемма доказана .  

Теперь мы  можем перейти к доказательству необходимости усло­
вий (6. 1 4) теоремы 6.2 при дополнительном предположении о том , что 
матрица В я вляется симметричной . 

2) Н е  о б х о д  и м о с т  ь .  Будем опираться на следующее утвержде­
ние из доказанной выше леммы :  если матрица В является сим­
метричной и положительно определенной, а матрица С является 
симметричной и не является положительно определенной , то за-
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дача на  собственные значения СХ = АВХ имеет хотя бы одно 
неположительное собственное значение Ав . 

Предположим,  что не выполнено первое из условий (6. 1 4) ,  т. е. не 
выполнено требование 2В - т А > О. 

Полагая в проведенных выше рассуждениях С = 2В - т А ,  мы по­
лучим ,  что задача на собственные значения (2В - т А)Х = АВХ имеет 
хотя бы одно неположительное собственное значение Ав . Обозначим 
через х<в) отвечающий А8 собственный вектор и выберем нулевое 
приближение Хо так ,  чтобы было выполнено условие Z0 = x<s>. 

Тогда , переписав уравнение для погрешности (6. 1 5) в виде ВZн1 = 
= - BZk + (2В - тA)Zk , мы получим ,  последовательно полагая k 
равным О, l ,  . . .  , 

Zk = (- 1 + Ав ) kх <в> , 

Поскольку - l + Ав � - l ,  то очевидно, что 1 1 Zk 1 1  не стремится к нулю 
при  k ---+ оо .  

Аналогично рассматривается случай невыполнения второго усло­
вия (6. 1 4) ,  т. е .  условия т А > О. В этом случае в проведенных выше 
рассуждениях следует положить С = т А. Мы получим при этом,  
что задача т АХ = АВХ имеет хотя бы одно неположительное соб­
ственное значение Ав с собственным вектором x<s>. Выбирая нулевое 
приближение Хо так ,  чтобы было справедливо равенство Zo = х<в) 
и переписывая (6. 1 5) в эквивалентном виде ВZн 1 = BZk - тAZk . мы 
ПОЛУЧИМ , ЧТО 
Z1 = ( l  - Ав )х<в> , Z2 = ( l  - А8 )2 x <s> , . . .  , Zk = ( l  - Ав ) k х<в> , 

Так как А � О, то очевидно, что l l Zk l l  не стремится к нулю при 
k ---+ оо .  Теорема 6.2 полностью доказана . 

Перейдем теперь к оценке скорости сходимости общего неявного 
метода простой итерации .  Следуя А. А. Самарскому 1 ) , выясним вопрос 
о выборе такого значения параметра т, которое обеспечивает наиболее 
быструю сходимость .  

Предположим, что матрица В является симметричной и положи­
тельно определенной. С помощью такой матрицы естественно ввести 
так называемое энергетическое скалярное произведение двух произ­
вольных векторов Х и У, положив его равным (В Х, У) = ( Х, ВУ) . 
Такое скалярное произведение будем обозначать символом ( Х ,  У) в .  

С помощью матрицы В 1 12 это скалярное произведение можно за­
писать в виде (Х, У)в = (В 1 12В 1 12Х ,  У) = (В 1 12Х ,  В 1 12У) . С по­
мощью последнего равенства легко проверяется справедливость для 

' ) Самарский А . А .  Введение в теорию разностных схем . - М. :  Наука , 1 97 1 . 
Самарский А . А . ,  Гулин А . В. Устойчивость разностных схем.  - М. : Наука , 
1 973. 
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введенного нами  скалярного произведения четырех аксиом скалярного 
произведения (см . п .  1 § 1 гл . 4) .  

Далее естественно ввести энергетическую норму вектора Х, поло­
жив ее равной J(X, Х ) в  = J(BX, Х) .  Эту энергетическую норму 
мы обозначим символом l lX l \ в . 

Две различные нормы одной и той же совокупности векторов l lX l l r 
и l lX l l r r называют эквивалентными, если существуют такие положи­
тельные постоянные 'Yr и -у2 ,  что справедливы неравенства 

'Yt l lX l \ r :( l lX l l r r :( 12 l lХ l l 1 -
Заметим ,  что энергетическая норма вектора Х и обычная его 

норма являются эквивалентными. В самом деле ,  справедливость 
неравенства 11 l lX l l  :( l lX l l в .  т. е. неравенства 1r (X , Х) :( (ВХ , Х) 
вытекает из положительной определенности матрицы В,  а справед­
ливость неравенства l \ X l \ 8 ::::; 12 1 1X l l . т. е. неравенства (ВХ, Х) ::::; 
:( 'Y� l lX l l 2 вытекает из неравенства Коши-Буняковского и оценки (6.7) 
(достаточно положить 'У� = l lB l l ) . 

Установленная эквивалентность обычной и энергетической норм 
позволяет утверждать, что последовательность l lXA: l l  сходится к ну­
лю тогда и только тогда, когда сходится к нулю последователь­
ность l lXA: l \ в .  

Для дальнейших рассуждений энергетическая норма является бо­
лее удобной , чем обычная норма . 

Докажем следующую фундаментальную теорему. 
Теорема 6.3 (теорема А . А .  Самарского) . Пусть матрицы А и В 

симметричны и положительно определены, Zk обозначает погреш­
ность общего неявного метода простой итерации. Тогда для того 
чтобы при р < 1 было справедливо неравенство l l ZA: l l в :( PA: l lZo l l в .  
достаточно, чтобы было выполнено условие 

1 - Р В ::::; А ::::; 1 + Р В .  (6.2 1 )  
т т 

3 а м е ч  а н  и е .  А . А .  Самарским доказано, что условие (6.2 1 )  не 
только достаточно, но и необходимо для справедливости неравен­
ства l l ZA: l l в :( PA: l l Zo l l в . но мы на этом останавливаться не будем . 

Д о  к а з  а т  е л  ь с т  в о т е о р е м  ы 6.3 . Для удобства разобьем дока­
зательство на два шага .  

1 °. Сначала докажем . что если симметричные и положительно опре­
деленные матрицы А и В удовлетворяют условиям Самарского (6. 14 ) ,  
то (BZн r .  Zн r ) :( (BZk . Zk ) . 

Умножая равенство (6. 1 5) скалярно на 

2rZн r = т (Zн r + Zk)  + т(Zнr  - ZA: ) .  
получим 

(B (Zн r - ZA: ) .  Zн r + Zk ) + (B (Zн r  - ZA: ) .  Zнr - Zk) + 

+ т (АZн 1 . Zн 1 + ZA: ) + r(AZk . Zн 1 - Zk ) = О. 
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В последнем равенстве заменим AZk на разность 

Тогда , учитывая вытекающее из симметрии матрицы А равен­
ство (А (Zн1 - Zk) .  Zн 1 + Zk ) = (Zн 1 - Zk , А(Zн1 + Zk) ) , мы по­
лучим тождество 

{В {Zн1 - Zk ) .  Zн1 + Zk )  + 

+ ( (в - i А) (Zн 1 - Zk ) .  Zн1 + zk) + 
1 

+ "2 {т А {Zн 1 + Zk) . Zн1 + Zk) = О . 
Учитывая ,  что (в силу условий Самарского (6. 1 4) )  операторы тА и В ­
- ( т /2)А являются положительно определенными, мы получим из 
последнего тождества следующее неравенство : 

Это неравенство эквивалентно доказываемому неравенству 

(в силу вытекающего из симметрии оператора В тождества 
(ВZн 1 .  Zk ) = (Zн 1 . BZk ) ) . 

2°. Пусть теперь при р < 1 выполнены условия Самарского (6.2 1 ) .  
Докажем справедливость неравенства l l Zk \ \ в � pk \ \ Zo \ \ в .  

Положим Zk = pkVk . Тогда , очевидно, 

Zн 1 - Zk = pk+ 1 Vн 1 - pkVk = pk+ 1 {Vн 1 - Vk ) - ( 1  - p)pk Vk · 

Подставляя эти значения Zk и Zн 1 - Zk в равенство (6. 1 5) и произ­
водя сокращение на pk, получим для величин Vk следующее соотно­
шение: 

- - 1 - р  в котором В =  рВ,  А = А - -- В.  
т -

(6.22) 

В силу условий (6 .2 1 )  операторы В и А удовлетворяют услови-
ям т А > О, 2В > т А. Из этих условий и из того, что уравнение (6.22) 
ДЛЯ Vk совершенно ИДеНТИЧНО уравнению (6._!5) ДЛЯ Zk , В СИЛ}: первого 
шага для Vk вытекает следующая оценка :  { ВVн1 . Vн1 ) � (BVk . Vk) ·  
И з  этой оценки в свою очередь, учитывая ,  что В = р В ,  получим 
неравенство (ВVн 1 . Vн1 ) ::;: (BVk . Vk ) · 

Последовательное применение указанного неравенства для номе­
ров k = О, 1 ,  . . .  приводит нас к соотношению ( BVk , Vk) � (BVo, Vo) , 
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а умножение последнего соотношения на p2k приводит к окончательной 
оценке 1 ) (BZk , Zk ) :::; p2k (BZo .  Zo) . 

Тем самым неравенство l l Zk l l в :::; :::; pk l lZo l l в доказано. Доказатель­
ство теоремы 6.3 завершено. 

В заключение применим теорему Самарского 6.3 для выяснения 
вопроса о выборе такого значения параметра т ,  при котором скорость 
сходимости я вляется максимальной . Из доказанной в теореме 6.3 оцен­
ки l l Zk l l в :::; Pk l l Zo l l в вытекает, что эта задача сводится к нахождению 
такого значения т ,  при котором достигается минимальное значение 
функции р = р(т) . 

Так как обе матрицы А и В симметричны и положительно опре­
делены ,  то существуют положительные постоянные 1'l и 1'2 такие, 
что справедливы неравенства 1'l В :::; А :::; 1'2 В . Будем считать ,  что 
постоянные 1'l и 1'2 в этих неравенствах нам заданы 2) . Сопоставляя 
только что написанные неравенства с условиями  (6 .2 1 ) ,  мы получим ,  
что минимальное значение р достигается при  условии ( l - р) / т = 1'1 . 
( l  + р) /т = ")'2 , откуда получаем оптимальное значение т = 2/(11 + 1'2)  
и минимальное значение р, равное ( 1'2 - 1'1 ) / ( 1'2 + 1'1 ) . 

Частным случаем проведенного нами рассмотрения является явный 
метод простой итерации ,  изученный в п .  l .  Для этого метода справед­
ливы все полученные нами результаты.  

В следующих трех пунктах с помощью общего неявного метода 
простой итерации и теоремы  Самарского 6 .2 мы рассмотрим несколько 
наиболее употребительных итерационных методов и установим условия 
их сходимости .  
. 3.  Модифицированный метод простой итерации. Этот метод 

получается из общего неявного метода простой итерации в том случае, 
когда стационарный параметр т равен единице, а матрица В пред­
ставляет собой диагональную матрицу D, состоящую из элементов 
матрицы А, лежащих на главной диагонали ,  т. е .  В = D, где 

D =  
о 
о 

О О . . .  ann 
(6.23) 

При этом , конечно, предполагается ,  что матрица А является сим­
метричной и что все ее диа гональные элементы а 1 1  • а22 • . . .  , ann явля­
ются положительными (последнее требование необходимо и достаточно 
для положительной определенности диагональной матрицы В = D) .  

Из теорем ы  6 .2  сразу же вытекает, что для сходимости моди­
фицированного метода простой итерации при любом выборе нуле-

1 ) Мы учитываем, что Zk = pk Vk , Zo = Vo . 
2) Постоянные 11 и 12 естественно назвать константами эквивалентно­

сти матриц А и В .  Для коммутирующих матриц А и В постоянные 11 и 12 
соответственно равны наименьшему и наибольшему собственным значениям 
задачи А Х = Л В Х .  
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вого приближения достаточно, чтобы были выполнены два условия: 
20 > А,  А >  О. 

Теорема 6. 1 позволяет выразить достаточное условие сходимости 
модифицированного метода простой итерации и в другой форме 1) :  

l l E - о- 1 л 1 1 < 1 (6.24) 

(под нормой матрицы, как и выше, понимается операторная норма) .  
Так как l l E  - 0- 1 A l l = 1 1 0- 1 (0  - A) l l = 1 1 0- 1 (А - 0) 1 1 .  то доста­

точное условие сходимости (6.24) можно переписать в эквивалентном 
виде 

l l 0- 1 (A - 0) 1 1 < l .  (6.25) 

Неравенство (6.25) позволяет получить различные достаточные 
условия сходимости модифицированного метода простой итерации .  

Прежде всего заметим ,  что если наряду с операторной нормой 
матрицы (6.2) , которую мы ,  как и выше, будем обозначать симво­
лом l l A l l . ввести так называемую сферическую норму этой матрицы, 
обозначаемую символом l l A l l cФ и определяемую равенством l lA l l cФ = [ n n ] 1 /2 = Е J; а;; , то, как доказано в § 4 гл . 4 (см . формулу (4.28)) ,  для 

любого вектора Х пространства Е" будет справедливо неравенство 2) 
l lAX I J :::;; l lA l l cФ l lX l l . (6.26) 

Из (6.26) и (6.5) сразу же вытекает, что операторная и сферическая 
нормы матрицы связаны соотношением l l A l l  :::;; l l A l l cФ · 

Таким образом, в силу (6.25) достаточное условие сходимости 
модифицированного метода простой итерации выражается неравен­
ством 1 1 0- 1 (А - O) l l cФ < 1 , которое в развернутой записи имеет вид 

n n 
L L a;; /a�i < l .  
i= I j= I  

Заметим далее, что при определении операторной нормы (6.5) мат­
рицы А мы исходили из обычной (так называемой сферической) нормы 

вектора Х = 1 1 :� 1 1 · равной l lX l l  = [ Ё х;] 1 12 . 
Часто вводят еще две нормы вектора Х :  так называемую кубиче­

скую норму, определяемую равенством l l X l l кyб = m� l xi l ·  и так на­
' �'�" 

1 ) Мы учитываем, что в рассматриваемом случае вместо матрицы А следует 
взять матрицу А, определяемую формулой А = в- 1л и положить В = D, 
т = I . 

11 1 1 2) В этом неравенстве под нормой вектора Х = � 1• понимается так 

" 1 /2 Xn 
называемая сферическая норма l lX l l  = [ � х�] 
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зываемую октаэдрическую норму, определяемую равенством l l X l l oкт = n 
= L lxi l ·  Если в определении  (6 .5) операторной нормы матрицы А 

i= I 
понимать под нормой вектора соответственно его кубическую или 
октаэдрическую норму, то соотношение (6 .5) приведет нас к определе­
нию соответственно кубической и октаэдрической операторных норм 
матрицы А .  

Можно доказать, что кубическая и октаэдрическая операторные 
нормы матриць1 (6.2) следующим образом выражаются через элементы 
этой матрицы 1 ) : 

n 

Дословное повторение проведенных выше рассуждений с заменой 
сферических норм соответственно кубическими и октаэдрическими 
приведет нас к достаточному условию сходимости модифицирован­
ного метода простой итерации ,  выраженному соотношением (6.25) , 
в котором под нормой матрицы следует понимать соответственно ее 
кубическую или октаэдрическую операторные нормы .  

Это приводит нас к следующим двум условиям ,  каждое из  кото­
рых является достаточным для сходимости модифицированного метода 
простой итерации 

:Ё 1 а;; 1 < 1 (для i = 1 , 2 ,  . . .  , n) ; 
j= I ,  i=li а;; 

:Ё 1 а;; 1 < 1 (для j = 1 , 2 , . . .  , п) . 
i= I . Цj а;; 

4. Метод Зейделя. Представим симметричную матрицу (6 .2) в виде 
суммы трех матриц А = D + L + И,  где D - диагональная мат­
рица (6 . 23) , а L и И соответственно строго левая и строго правая 
матрицы,  имеющие вид 

L =  
о 
о 

. . .  о 

. . .  о 

an 1 an2 . . . О 

и удовлетворяющие условию L' = И. 

О а 1 2 . • . a 1 n 
И = О О a2n 

о о о 

Метод Зейделя получается из общего неявного метода простой 
итерации в том частном случае, когда стационарный параметр т равен 

1 ) См . ,  например: Крылов В. И. , Бобков В. В. , Монастырный П. И. Вычисли­
тельные методы высшей математики . - Минск:  Вышэйшая школа ,  1 972 .  Т .  1 .  
С . 1 1 1 - 1 1 2 . 
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единице, а матрица В равна сумме D + L .  Таким образом , последова­
тельные итерации в методе Зейделя определяются соотношением 

Докажем , что метод Зейделя сходится для любой симметричной 
и положительно определенной матрицы А .  

В силу теоремы 6.2 достаточно доказать, что для любой такой 
матрицы А выполнено условие 

2( D  + L) > А . (6.27) 

Для доказательства (6.27) заметим ,  что для любого вектора Х 

(2(D + L) X ,  Х) = ( DX ,  Х) + ( DX ,  Х) + ( LX ,  Х) + (LX ,  Х) = 

= (DX , X ) + ( DX , X) + ( LX , X) + (X , UX) = 

= (DX,  Х)  + (АХ, Х) .  

Таким образом , для доказательства неравенства (6.27) достаточно 
убедиться в положительной определенности матрицы D, но она сразу 
вытекает из того, что у положительно определенной и симметричной 
матрицы А все элементы , лежащие на главной диагонали ,  я вляются 
положительными 1 ) . Сходимость метода Зейделя доказана .  

5. Метод верхней релаксации. Этот метод получается из общего 
неявного метода простой итерации в том частном случае, когда т = 
= (J.), В = D + (J.) L, а параметр (J.) выбран так ,  чтобы являлось наи­
меньшим наибольшее по модулю собственное значение матрицы Е -
(J.)( D + (J.) L)- ' A , осуществляющей переход от k-й итерации к (k + 1 ) -й .  

Докажем, что если матрица А является симметричной и поло­
жительно определенной, то для сходимости метода верхней релак­
сации достаточно, чтобы было выполнено условие О < (J.) < 2. 

В силу теоремы 6.2 для сходимости достаточно выполнение усло­
вий (J.) > О, 2 (D + (J.) L) > (J.)A.  

Второе из  этих условий для любого вектора Х приводит к неравен­
ству 

(2 (D + (J.) L)X . Х) > ((J.)AX ,  Х) . (6.28) 

Последнее неравенство эквивалентно каждому из неравенств в следу­
ющей цепочке: 

(2DX ,  Х} + ((J.)LX ,  Х) + ((J.) LX ,  Х) > ((J.)AX ,  Х) ,  

(2 - (J.)) ( DX ,  Х} + ((J.) DX ,  Х) + ((J.)LX ,  Х) + (Х , (J.)UX)  > ((J.)AX , Х) , 

(2 - (J.) ) (DX ,  Х) > О. 

1 ) Достаточно заметить, что если у вектора Х k-я координата равна едини­
це, а все остальные нулю, то (АХ ,  Х ) = а1с1с > О. 
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Из последнего неравенства и из положительной определенности D 
заключаем , что (6.28) справедливо при 2 - 1AJ > О, т. е. при 1AJ < 2 .  Итак ,  
доказано, что условия О < 1AJ < 2 обеспечивают сходимость метода 
верхней релаксации . 

6. Случай несимметричной матрицы А. В случае несимметрич­
ной матрицы А мы можем умножить матричное уравнение (6. l )  слева 
на мач>Ицу А' и заменить уравнение (6. l )  у(>авнением АХ = F, в ко­
тором F = А' F, А =  А' А ,  так что матрица А является симметричной 
и (как легко убедиться) положительно определенной. 

7. Итерационный метод П . Л. Чебышева 1 ) . Всюду выше при 
рассмотрении  общего неявного метода простой итерации мы предпо­
лагали , что итерационный параметр r принимает одно и то же посто­
янное значение. Естественно возникает идея рассмотреть более общий 
случай ,  когда в указанном методе значения итерационного параметра 
зависят от номера k итерации .  В таком случае последовательность 
итераций будет определяться не соотношением (6. 1 3) 

в Хн � - х" + AXk = F, т 
а более общим соотношением 

в Хн � - х" + AXk = F. т1с+ 1 
При этом,  как и выше, В - некоторая легко обратимая квадратная 
матрица порядка n .  При таком выборе итерационной последователь­
ности для погрешности Zk = Xk - Х итерационной схемы получится 
соотношение z z В н � - " + AZk = O. (6 . 1 5* ) Tk+ \ 

Предположим ,  что обе матрицы А и В симметричны и положитель­
но определенны .  Тогда , как уже отмечалось выше, найдутся положи­
тельные постоянные "Yt и "У2 такие, что "Yt В � А � -у2 В .  Будем считать, 
что эти постоянные "Yt и -у2 нам заданы и еще раз напомним ,  что 
эти постоянные равны соответственно наименьшему и наибольшему 
собственным значениям задачи АХ = >..ВХ. Оценим энергетическую 
норму погрешности / / Zk / l в ·  

Напомним еще раз , что для симметричной и положительно опреде­
ленной матрицы В существует симметричная и положительно опреде­
ленная матрица 8 1 12 такая, что 81 12 • 8 1 12 = В .  Как и выше, догово­
римся обозначать символом в- 1 12 матрицу, обратную к матрице в 1 12• 

Для оценки нормы погрешности Zk сделаем замену, положив Zk = 
= в- 1 12 vk . При такой замене соотношение для погрешности Zk пере­
ходит в следующее соотношение для Vk : 

Vk+ t = ( Е - Tk+ t C) Vk (k  = О, l , 2, . . . ) . 
1 ) Пафнутий Львович Чебышев ( 1 82 1 - 1 894) - великий русский математик 

и механик .  
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где через С обозначена матрица вида С = в- 1 12лв- 1 12 • Убедимся 
в том , что квадрат обычной нормы вектора V1e равен квадрату энерге­
тической нормы вектора Z1e . В самом деле, 

l l V1e l l 2 = (V1e , V1e ) = ( 8 1 /2 Z,  В 1 12 Z) = ( BZ1e ,  Zt. )  = l l Z1e l l� · 
Таким образом , для оценки энергетической нормы Zt. достаточно 

оценить обычную норму vk .  
Оценим норму l lVk l l · Прежде всего заметим ,  что из нера­

венств 11 (ВХ ,  Х) � (АХ , Х) � -у2 (ВХ ,  Х) с помощью замены Х = 
= в- 1 12у получаются неравенства 11 (У , У ) �  (СУ , У) �  12 {У , У) . 
Последние неравенства эквивалентны том'f., что 11 Е � С � 12 Е .  
Поскольку, кроме того , матрица С = в- 1 1 лв- 1 12 симметрична ,  то 
все собственные значения этой матрицы вещественны и расположены 
на отрезке [1 1 . 12] .  Последовательно записывая соотношение V1e+ 1 = 
= (Е  - тн1 С) Vk для номеров k = О, 1 ,  . . .  , мы  придем к следующему 
равенству: k 

vk = П (Е  - тj C) Vo, 
j= I  

и з  которого сразу же вытекает, что 

l l Vk l l  � l l ;бi (Е - тj C) l l l l Vo l l -

Ho тогда из равенства l l Vk l l  = l l Zk l l в вытекает, что l l Zk l l в � qk l lZo l l в . 

где qk = 11 
j
б

l 
( Е - тj С) 1 1 · Следовательно, итерационный процесс схо­

дится при условии ,  что последовательность { qk } стремится к нулю, 
причем тем быстрее, чем меньше величины qk . 

Поскольку каждое значение qk является функцией парамет­
ров т1 , т2 , . . .  , тk , возникает задача построения оптимального 
набора итерационных параметров из условия минимума q1e для 
фиксированного k. Перейдем к решению этой задачи .  

Предположим,  что все собственные значения Лг матрицы С лежат 
на заданном сегменте (-у 1 , -у2] . УчИтывая симметрию матрицы С, мы  
приходим к следующей задаче оптимизации :  найти 
min qk (т1 , т2 , . . .  , тk )  = 
{т; } 

= mi.n 11 ТТ (Е  - Tj C) l l = min {шах 1 ТТ ( 1 - "Тj Лг ) I } · 
{т, } j= I  { т, } в j= l  

Поскольку все Л8 лежат на отрезке (1 1 . 12) , то расширяя область, по 
которой берется максимум , мы получим ,  что 

min qk (т1 , т2 ,  . . .  , тk )  � min { max 1 ТТ ( 1 - Tj t) I } · 
{т; } {т; } '"Y1 =s:; t=s:;-y2 j= I 
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Полученная огрубленная задача имеет более простое решение. Кроме 
того, при решении  такой задачи не используется информация о кон­
кретном расположении собственных значений Лв на отрезке [-у1 , ')'2] .  
а учитываются л и ш ь  границы этого отрезка . Такой подход позволяет 
построить набор оптимальных параметров для матриц произвольной 
структуры .  

Перейдем к решению указанной огрубленной задачи оптимизации.  
Положим k 

P(t) = П ( l  - т; t) 
j = I 

и заметим ,  что полином P(t) удовлетворяет условию нормиров­
ки Р(О) = 1 .  С помощью замены переменной 

где 

t = ! [1'1 + 1'2 - S(-yi - 1'2)] = "12 + 'YI ( 1 - s 'Y2 - 'Yi ) = I - Spo 
2 2 "12 + "{\ то 

"12 - "{1 Ро = --- , 
"12 + "{\ 

2 то = --- , 
"{\ + "12 

мы отобразим отрезок -у1 � t � -у2 в отрезок - 1 � S � 1 ,  причем 
точка t = О переходит в точку S = So = 1 / ро > 1 .  

При такой замене рассматриваемая задача оптимизации переходит 
в следующую задачу: среди всех пол.!!:_номов Pk (S) степени k, удовле­
творяющих усло_вию нормировки Pk ( l /po )  = 1 ,  найти такой, для 
которого тах / Р  (S) / минимален . 

1 s 1 ::; 1 
Таким полиномом, как известно, является полином Чебышева 

где { cos (k  arccos S) 
Tk (S) = I 

2 [( S  + v's2-=t )k + (S - v's2-=t )k] 

Так как max ITk (S ) /  = 1 ,  то 
1 s 1 ::; 1 

1 Ь.�} -r1r:lt{-r2 I Pk (t) I = Tk (So) ' 

1 2р� � - v'll причем т (S )  = Qk = --2-k ' где P I = г,;:;:: г,;:;; . k О \ + р1 y "{2 + y "{I 

при / S /  � 1 ,  

при / S /  > 1 .  

Для вычисления  оптимального набора параметров будем исходить 
из равенства 
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(мы учли ,  что S = 1 �:ot) .  Приравняем корни  полиномов, стоящих 

в левой и в правой частях этого равенства . Так как полином P1c (t) 
имеет корни t; = l /т; (j = l ,  2 , . . .  , k ) ,  а полином T1c (S) имеет корни  

2j - 1 S; = cos 2k 7Г (j = l ,  2 , . . .  , k) , 

1 - poS 1 - Sjpo то, учитывая ,  что t = , получим - = (j = l , 2, . . .  
ТО Tj ТО 

. . .  , k ;  S; определены выше) . 
Итак ,  оптимальными значениями итерационных параметров будут 

значения 
то т; = 

1 + SoS/ 
2j - 1 где S; = cos 2k 7Г ,  j = l , 2 ,  . . .  , k . 

Итерационный процесс с указанным оптимальным набором пара­
метров называется чебышевским. 

Мы приходим к следующей теореме. 
Теорема 6.4. Если матрицы А и В симметричны и положитель­

но определены и если 'Yl В � А � -у2В ,  то чебышевский итераци­
онный процесс сходится и для погрешности Z1c после выполнения 
k итераций справедлива оценка 

l l Z1c l l в  � q1c l l Zo l l в . 

д 2pr v'r2 - � г е q1c = --21е при P t  = г;;:;:: г,:;;; • 
l + p 1 v 12 + v 1 1 

Если в качестве условия окончания процесса взя.ть для заранее 
заданной е-точности требование l l Zk l l в � e l l Zo l l в . то из теоремы  6.4 
получается для числа итераций k следующая оценка: k � ko(e)  = 
= ln (е /2) / ln P t . Сравнивая эту оценку с установленной выше оценкой 
числа итераций для метода простой итерации k � ko(e)  = ln e/ ln po , 
мы получим ,  при условии ,  что величина � = 'Yz/'Yi мала , что k0(e)  � 
� ln (2/е) / (2Д ) , ko(e) � ln ( l /e) / (2�) .  Сравнение этих оценок ука­
зывает на преимущество чебышевского метода (в  случае, когда вели­
чина � = 'Yz/ 'Yt мала) .  

Описанный нами чебышевский метод известен еще с начала 50-х 
годов. Иногда его называют методом Ричардсона. 

Следует отметить, что мы изучили этот метод для идеального 
вычислительного процесса с бесконечным числом знаков, в то время 
как на ЭВМ вычисления ведутся с конечным числом знаков, в связи 
с чем имеются числа, являющиеся машинной бесконечностью М00 
и машинным нулем . Если в процессе вычислений на ЭВМ появляется 
число М, превосходящее М00 , то происходит аварийный останов ма­
шины (авост) . 

С точки зрения идеального вычислительного процесса значения 
итерационных параметров т; можно упорядочить как угодно (любым 
из k!  способов) . Любые две последовательности итерационных па-
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раметров { т; } с точки зрения идеального вычислительного процесса 
эквивалентны ,  ибо для них требуемая е-точность достигается за одно 
и то же число итераций .  

Но  при вычислении н а  ЭВМ различные последовательности пара­
метров { т� } не эквивалентны .  Для одних последовательностей зна­
чений  { т; J может произойти аварийный останов машины вследствие 
роста промежуточных значений .  Для других последовательностей зна­
чений  { т; } аварийного останова машины не происходит, но в связи 
с немонотонным характером стремления к нулю погрешности Zk .  т. е. 
вследствие того, что норма матрицы Е - т;С  перехода от (j - 1 ) -й 
итерации к j -й может быть больше единицы, для этой погрешно­
сти не справедлива установленная нами для идеальной ситуации 
оценка .  

Вследствие указанных обстоятельств возникает теоретическая про­
блема - указать такой наилучший закон упорядочения значений { т; } . 
при котором для чебышевского метода было бы наименьшим влияние 
ошибок округления .  

Исчерпывающее решение этой проблемы можно найти в книге 
Самарский А .  А .  Теория разностных схем . - М. :  Наука , 1 977. С. 572 
и далее .  

§ 2.  Решение полной проблемы собственных значений 
методом вращений 

Ради простоты сначала будем рассматривать вещественную сим­
метричную матрицу А ,  определяемую равенством (6 .2) . Заметим,  что 
отыскание всех собственных значений и собственных векторов этой 
матрицы сводится к отысканию такой ортогональной матрицы Т, для 
которой произведение 

D = T'AT (6 .29) 

представляет собой диа гональную матрицу. В самом деле, если такая 
ортогональная матрица Т будет найдена, то диагональные элементы 
матрицы D будут я вляться собственными значениями матрицы А, 
а столбцы матрицы Т будут являться соответствующими собственными 
векторами  матрицы А 1 ) . 

Введем в рассмотрение сферическую норму матрицы А :  
[ n n ] 1 /2 

l l A l l cФ = � Е ai; · 

1 ) Для доказательства этого обозначим через Л 1 , Л2 , • • •  , Лn диагональные 
элементы матрицы D и положим ek = l l e� l l . где элементы е� столбца ek 
удовлетворяют условию:  е� = О при k =1= i и е� = 1 .  Тогда, очевидно, Dek = 
= Лkek .  т. е. Т' ATek = Лkek . и так как Т' = т-1 , то ATek = АА: Tek . 
Следовательно, Tek являются собственными векторами  матрицы А .  
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Тогда , очевидно, для диагональных элементов матрицы А будет 
справедливо неравенство 

n 
L: a�i � l l A l l �Ф · (6.30) 
i= I  

причем это неравенство переходит в точное равенство только в случае, 
когда матрица А является диагональной . 

Заметим теперь, что при ортогональном преобразовании мат­
рицы А (т. е .  при преобразовании  вида А =  И AR, где И и R -
ортогональные матрицы) сферическая норма этой матрицы не изме� 
няется 1 ) . Отсюда следует, что от всех ортогональных преобразований 
матрицы А преобразование (6. 29) отличается тем , что это преобразо­
вание делает максимальной сумму квадратов диагональных элементов 
преобразованной матрицы и минимальной - сумму квадратов всех 
внедиагональных элементов этой матрицы. 

Методом вращения называется итерационный метод, при котором 
указанная выше матрица Т находится как предел бесконечного произ­
ведения элементарных матриц вращения ,  каждая из которых имеет вид 

о 

cos ip - sin ip i-я строка 

(6.3 1 )  

sin ip cos (/) j-я строка 

о 

В целом метод вращений состоит в построении последовательности 
матриц 

(6.32) 

каждая последующая из которых получается из предыдущей при по­
мощи элементарного шага вида А"+ 1 = TfiA"Tij · 

Если для упрощения записи опустить индекс v и рассмотреть один 
такой шаг  А =  TfiATii • осуществляемый с помощью матрицы (6.3 1 ) ,  
то для элементов aii преобразованной матрицы А мы получим следу-

1 ) В самом деле, если А = U А R, а символ tr С обозначает сумму всех эле­
ментов матрицы С, лежащих на ее главной диагонали,  то l lAl l �Ф = tr (А' А) = 
= tr (R'A'U'UAR) =tr (R'A'A R) = l l A Rl l �Ф = l l (A R) ' l l �Ф = l l R'A' l l �Ф = 
= tr (A RR' А') =  tr (АА' ) = l l A' J l �Ф = l l A l l �Ф · 
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ющие выражения через элементы aij матрицы А :  

akl = akl при  k =Р i , j ,  l =Р i , j ;  
ail = ail cos <р + ajl s in  <р при l =Р i , j ;  
aji = -ail sin <р + ajl cos <р при l =Р i , j ;  
ан = ali cos <р + a1j sin <р при l =Р i , j ;  

[ гл .  6 

a1j = -ан sin <р + Щj cos <р при l =Р i , j ;  (6.33) 
aii = ( aii cos <р + aji sin <р) cos <р + ( aij cos <р + ajj sin <р) sin ip; 

aji = ( -aii sin (/) + aji cos ip) cos (/) + (-aij sin (/) + ajj cos ip) sin tp; 
ajj = -( -aii sin (/) + aji cos (/)) sin (/) + ( -aij sin (/) + ajj cos (/)) cos ip; 

aij = - (aii cos (/) + aji sin ip) sin (/) + (aij cos (/) + ajj sin ip) cos tp .  

Из соотношений  (6.33) и из  условия симметричности матрицы А 
вытекает следующее легко проверяемое равенство: 

n n n n \ 
L L:a�1 = L L:a�1 - 2a�j + 2 [ (ajj - aii ) sin 2<р + 2aij cos 2ip] 2 . 
k= l 1= 1 k= l 1= 1 k#l k#l (6.34) 
Из этого равенства вытекает, что для максимального уменьшения 

суммы квадратов всех внедиагональных элементов необходимо матри­
цу (6 .3 1 )  выбрать так, чтобы были выполнены д в а  т р е б о в а н  и я : 

1 ) номера i и j выбрать так ,  чтобы квадрат элемента aij · был на и­
большим среди квадратов всех недиа гональных элементов матрицы А, 
т. е .  выбор номеров i и j подчинить условию 

2 2 . aij = max akl • l ::;; k::;;n. 1 ::;; 1.:;;n. k#I 
2) угол поворота ip в матрице (6.3 1 ) выбрать так ,  чтобы бы.по 

справедливо равенство 

(6.35) 

Равенство (6 .35) однозначно определяет угол ip, удовлетворяющий 
условиям 

t 2 2а;; g (/) = ' aii - aj; 
Это равенство позволяет вычислять cos ip и sin ip по формулам 

cos <р = { � [ 1 + ( 1 + р2 ) - 1 12] } 1 12 ' 
sin ip = sgп р { � [ 1 - ( 1 + p2 ) - 1 l2] } 1 12 , 

где р = 2aij / (aii - ajj ) · 

(6.36) 
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Заметим,  что если матрица (6 .3 1 ) выбрана так, что выполнены 
указанные выше требования 1 )  и 2) ,  то равенство (6.34) переходит 
в следующее соотношение: 

n n n n 

L L:a�1 = L L:a�1 - 2а�; · 
k= l  1= 1 k= l  1= 1 kfcl kfcl 

(6.37) 

в котором ai; представляет собой наибольший по модулю внедиаго­
нальный элемент матрицы . 

Теперь мы можем более точно сказать, что метод вращений состоит 
в построении последовательности матриц (6.32) , каждая последующая 
из которых получается из предыдущей посредством ортогонального 
преобразования А"+ 1 = Tf; A"Ti; . в котором матрица Ti; = Т;; (rti) 
выбирается так, чтобы были выполнены указанные выше два требова­
ния 1 ) .  

Докажем сходимость метода вращений .  Обозначим символом S� 
сумму квадратов всех внедиагональных элементов матрицы А" ,  а сим-
волом а�:!" наибольший по модулю внедиагональный элемент этой 
матрицы. 

Тогда в силу (6 .37) справедливо равенство 

S�+ 1 = S� - 2 [ a�:�i" ] 2 (6.38) 

Далее , поскольку общее число внедиагональных элементов матри­
цы А" равно n (n - 1 ) ,  а a�:l" - наибольший по модулю из этих 
элементов , то справедливо неравенство 

2 82 [ (v )  ] :>- 11 
ai"i"  ,,.. n(n - 1 ) 

Из (6.38) и (6.39) вытекает неравенство 

S�+ I  � S� 
[
1 - 7}(n2- t ) ] · 

(6.39) 

(6.40) 

Последовательно используя неравенство (6.40) , записанное для номе­
ров О, 1 ,  . . .  , v, и обозначая через Sб = Sб (А) сумму квадратов всех 
внедиагональных элементов основной матрицы А, мы получим ,  что [ 2 ] v+ I 

S�+ t � Sб (А) 1 - n(n _ \ ) 
(6.4 1 ) 

1 ) Номера i и j на каждом шаге выбираются такими,  чтобы наибольшим по 
модулю являлся внедиаrональный элемент матрицы А" с этими номерами .  
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Из неравенства (6.4 1 ) сразу же следует, что l im S�+ I = О , что и до-v-+оо 
казывает сходимость метода вращений .  

В качестве приближенных значений  собственных чисел матрицы А 
берутся диагональные элементы матрицы А" , а в качестве прибли­
женных собственных векторов матрицы А берутся столбцы матри-
цы Ti 1 j 1  Ti2j2 · · · Ti"j" · 

Более точные результаты получены В .  В .  Воеводиным 1 ) . Для слу­
чая ,  когда произвольная (не обязательно симметричная) матрица А 
не имеет жордановых клеток и все ее внедиагональные элементы 
являются величинами порядка е и малы по сравнению с числом р = 
= min \ Лi - Лj \ . В.  В .  Воеводин получил следующие оценки :  >.;#>.; 

а) для собственных значений оценку 

(из указанной суммы  исключаются значения р, принадлежащие мно­
жеству R1 тех чисел j = 1 ,  2 ,  . . .  , n , для которых Лj = Лi ) ; 

б) если Т - матрица, столбцы которой являются собственными 
векторами  матрицы А и Т = Е + Н , где Е - единичная матрица, то 
для элементов hij матрицы Н справедливы оценки 

{ О, 
hij = а . .  а� а . + О(е2 ) ,  

J J  " 

Если А - к о м  п л  е к с н а  я э р  м и  т о  в а матрица, то вместо матри­
цы (6.3 1 ) следует взять унитарную матрицу 

о 

COS <p 

COS l.p 

о 

i -я  
строка 

(6 .42) 

j-я 
строка 

1 ) Воеводин В. В. Численные методы алгебры. Теория и алгорифмы . - М. :  
Наука, 1 966. 
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При этом вместо равенства (6.34) мы придем к равенству 
n n n n 

:Е :E lak1 1 2 = :Е :E lak1 1 2 - 2 l aij l 2 + 
k= l l= l k= l l= l k#l k#l 

1 77 

+ 2 / aij / • lcos2 rp · eio: - sin2 rp · еi <2Ф-о:) + ( ajj - aii ) cos rp sin rpeiФ 1 2 , 
в котором_ через а обозначен аргумент комплексного числа aij . 

Для максимального уменьшения суммы квадратов модулей внедиа­
гональных элементов следует у матрицы (6 .42) выбрать такие номера i 
и j ,  чтобы элемент aij был наибольшим по модулю внедиагональным 
элементом матрицы А, а выбор углов rp и 'Ф подчинить условию 

l aij / (cos2 rp · eio: - sin2 rp · еi <2Ф-о:) + (ajj - aii ) cos rp · sin rp · еiФ ) = О. 
Последнее условие приводит к соотношениям 

.1. tg 2rn = 2 l a;j l 
' 1 1 ...-- 7r 'f' = arg aij • 

.,, a;; - ajj 1Р "':: 4 · 
Доказательство сходимости метода вращений проводится точно так же, 
как и для случая вещественной матрицы. 



Г л а в а  7 

БИЛИНЕЙНЫЕ И КВАДРАТИЧНЫЕ ФОРМЫ 

В этой главе изучаются билинейные формы, определенные в веще­
ственном линейном пространстве, т. е. числовые функции двух вектор­
ных аргументов, линейные по каждому из этих аргументов. Подробно 
исследуются так называемые квадратичные формы, представляющие 
собой билинейные формы ,  определенные для совпадающих значений 
их аргументов. Рассматриваются также некоторые приложения теории 
билинейных и квадратичных форм . 

§ 1 . Билинейные формы 
1 .  Понятие билинейной формы. Понятие билинейной формы 

в произвольном линейном пространстве было введено нами ранее 
в гл . 5. Однако для удобства изложения в этом пункте мы напомним 
некоторые определения  и простейшие утверждения .  

Определение 1 .  Числовая функция А(х, у) ,  аргументами кото­
рой являются всевозможные векторы х и у вещественного линейного 
пространства L, называется билинейной формой, если для любых 
векторов х, у и z из L и любого вещественного числа Л выполняются 
следующие соотношения :  

А(х + z, у) = А(х, у) + A(z, у) ,  

А (х, у +  z) = А(х, у) + А (х, z) ,  
А(Лх, у) = ЛА(х, у) ,  

А (х, Лу) = ЛА(х, у) . 

(7. 1 )  

Иными словами ,  билинейная форма представляет собой число­
вую функцию А (х, у) двух векторных аргументов х и у, опреде­
ленную на всевозможных векторах х и у вещественного линейного 
пространства L и линейную по каждому из этих аргументов 1 ) . 

Простейшим примером билинейной формы может служить произве­
дение двух линейных форм f (х) и g(y) , определенных на векторах х 
и у линейного пространства L. 

1 ) При этом часто говорят, что билинейная форма А(х, у) задана на л и ­
нейном пространстве L. 
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Определение 2. Билинейная форма А(х, у) называется симмет­
ричной (кососимметричной) ,  если для любых векторов х и у линей­
ного пространства L выполняются соотношения 

А(х, у) = А(у, х)  (А(х, у) = -А(у, х) ) . (7.2) 
Справедливо следующее утверждение: любую билинейную форму 

можно представить в виде суммы симметричной и кососимметрич­
ной билинейных форм (см . п .  1 § 9 гл . 5) .  

2.  Представление билинейной формы в конечномерном ли­

нейном пространстве. Пусть в n-мерном линейном пространстве L 
задана билинейная форма В(х, у) . Выясним вопрос о представлении 
формы В(х, у)  в случае , когда в L задан определенный базис е = 
= (е 1 , е2 , " . '  en) · 

Справедливо следующее утверждение. 
Теорема 7. 1 .  Билинейная форма В(х, у) при заданном в n-мер­

ном линейном пространстве L базисе е = (е 1 ,  е2 , " . , en )  может 
быть однозначно представлена в следующем виде: 

n 
В(х, у) = L Ьij �iТ/J • (7.3) 

i , j= l  
где 

(7.4) 

а �i и Т/j - координаты в базисе е векторов х и у соответственно. 
n n 

Д о  к а з  а т  е л  ь с т  в о. Пусть х = L �iei и у = L Т/jej - разложе-
i= 1 j= I  

ние векторов х и у по базису е .  Так как форма В (х, у )  линейна по 
каждому из аргументов х и у (см .  (7. 1 ) ) ,  то 

В(х, у) = В ( � �iei , ti Т/jej) = 
i
.t

l 
B(ei ,  ej )�iТ/j ·  

Таким образом , для формы В(х, у) справедливо представле­
ние (7.3) с выражениями (7.4) для коэффициентов Ьij ·  

Чтобы доказать однозначность этого представления ,  предположим,  
что для В(х, у) справедливо представление (7.3) с некоторыми коэф­
фициентами Ьij · Беря в (7.3) х = ei , у = ej , мы сразу же получим 
выражения (7.4) для коэффициентов biJ . Теорема доказана. 

Определение. Матрица 

(7.5) 

элементы bij которой определены с помощью соотношений (7.4) ,  назы­
вается матрицей билинейной формы В (х, у) в данном базисе е. 

3 а м е ч  а н и е 1 .  Обратимся к вопросу о построении всех били­
нейных форм в данном конечномерном вещественном пространстве L. 
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Ответ на этот вопрос следующий :  любая квадратная матрица (b;j ) 
является в данном базисе е = (е 1 , е2 ,  . . .  , en ) матрицей некоторой 
билинейной формы. 

Убедимся в справедливости этого утверждения .  
Определим  в линейном пространстве L с данным базисом е = 

= (е 1 , е2 ,  . . .  , en ) с помощью матрицы (Ьij ) числовую функцию В(х, у) 
n n 

двух векторных аргументов х = L �iei и у = L T/jej вида 
i= I  j= I 

n 
В(х, у) =  L Ьij�iТ/j · 

i . j= I 
Легко видеть ,  что эта функция удовлетворяет всем условиям опре­

деления  билинейной формы .  Но тогда , согласно теореме 7. 1 ,  элемен­
ты b;j заданной матрицы равны B(ei . ej ) .  а написанная выше формула 
есть представление этой формы в виде (7.3) . 

Согласно сделанному замечанию естественно называть представле­
ние (7.3) билинейной формы В(х, у) общим видом билинейной формы 
в n-мерном линейном пространстве. 

3 а м е ч  а н  и е 2 . Если В(х, у) - симметричная (кососимметрич­
ная) билинейная форма ,  то матрица (7.5) этой формы в базисе е 
является симметричной (кососимметричной ) .  Справедливо и обрат­
ное - если матрица (7.5) билинейной формы В(х, у) симметрична 
(кососимметрична) , то и билинейная форма является симметричной 
(кососимметричной) .  

Убедимся в справедливости этого замечания .  
Пусть В(х, у) - симметричная (кососимметричная) билинейная 

форма .  Полагая в соотношениях (7.2) х = ei . у = ej получим ,  соглас­
но (7.4) , 

b;j = Ьj i (Ь;1 = -bji ) .  (7.6) 

т. е .  матрица (7.5) я вляется симметричной (кососимметричной) .  
Пусть теперь матрица (7.5) билинейной формы В(х, у) симмет­

рична (кососимметрична) , т. е. ее элементы удовлетворяют соотноше­
ниям (7.6) . Тогда из соотношения (7.3) и соотношения В(х, у) = n 
= L b;j �iТ/j • следует, что В(х, у) = В(у, х) (В(х, у) = -В(у, х)) , 

i . j= I 
т. е .  форма В(х, у) является симметричной (кососимметричной) . 

3. Преобразование матрицы билинейной формы при переходе 
к новому базису. Ранг билинейной формы. Рассмотрим  в линейном 
пространстве L два базиса : е = (е 1 , е2 ,  . . .  , en ) и f = (f1 , f2 , . . .  , fn ) ·  
Пусть А(е) = (a;j ) и А(/ )  = (Ь;j ) - матрицы данной билинейной 
формы в указанных базисах. 

Выясним  вопрос о связи этих матриц ,  т. е . выясним вопрос о пре­
образовании  матрицы a;j билинейной формы при переходе от базиса е 
к новому базису f. 

Справедливо следующее утверждение.  
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Теорема 7.2.  Матрицы А(е) и. А(!) билинейной формы А(х, у) 
в базисах е = (е 1 , е2 , . . .  , en ) и f = (f1 , f2 , . . .  , fn ) связаны соотноше-
ни ем 

А(!) =  С' А(е) С, (7.7) 

где С = ( c.,,q ) - матрица перехода от базиса е к базису f ,  а С' -
транспонированная матрица С. 

Д о  к а з  а т  е л  ь с т  в о .  Элементы fч нового базиса f выражаются 
через элементы е.,, старого базиса е с помощью матрицы С = (с.,,9 ) по 
формулам n 

fq = L c.,,qe.,, . 
p= I  

Так как Ьtk = A(f1 , fk ) .  то, согласно (7.8) , получим 

Ьtk = A (f1 , fk )  = А ( f, cilei , f, c;ke;) = 
i= I  j= I  

n n 

(7.8) 

= L; A (ei , е; }снс;k = L; ai; Ci tCjk · (7.9) 
i . j= I  i , j= I  

Напомним,  что элементы c:i транспонированной матрицы С' связаны 
с элементами cil матрицы С соотношениями cil = c:i . 

Подставляя  эти соотношения  в правую часть (7.9) ,  получим для Ьtk 
следующее выражение: 

(7. 10) 

n 
Сумма L; ai; c;k (по определению произведения матриц) представ-

j= I  
ляет собой элемент матрицы А(е) С .  Отсюда следует, что выраже­
ние в правой части (7. 1 0) является элементом матрицы С' А(е) С. 
Но в левой части (7. 1 0) стоит элемент матрицы А(/) . Поэтому А(!) = 
= С' А(е) С. Теорема доказана. 

С л е д с т в и е. Ранг матрицы А(!) равен рангу матрицы А(е) .  
Это сразу вытекает и з  соотношения (7. 7) , и з  того, что матрица С 

и, стало быть, матрица С' являются невырожденными,  и из теоремы 
о том , что ранг матрицы не изменяется при умножении ее на невырож­
денную матрицу. 

Это следствие позволяет ввести важный числовой инвариант били­
нейной формы - так называемый ранг билинейной формы. 

Определение 1 .  Рангом билинейной формы, заданной в конеч­
номерном линейном пространстве L, называется ранг матрицы этой 
формы в произвольном базисе пространства L. 

Определение 2. Билинейная форма А(х, у) , заданная в конечно­
мерном линейном пространстве L, называется невырожденной (вы­
рожденной} ,  если ее ранг равен (меньше) размерности пространства L.  
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§ 2.  Квадратичные формы 
Пусть А(х, у) - симметричная билинейная форма ,  заданная на 

линейном пространстве L . 
Определение 1 .  Квадратичной формой называется числовая фун­

кция А(х, х) одного векторного аргумента х, которая получается из 
билинейной формы А(х, у) при х = у. 

Симметричная билинейная  форма А(х, у) называется полярной 
к квадратичной форме А(х, х) . 

Полярная билинейная форма А(х, у) и квадратичная форма А(х, х) 
связаны следующим соотношением : 

1 А(х, у) =  2 [А (х + у, х + у) - А(х, х) - А(у, у)) , 
которое вытекает из очевидного равенства 

А(х + у, х + у) = А (х, х) + А (х, у) + А(у, х) + А (у, у) 
и свойства симметрии формы А(х, у) .  

Пусть в конечномерном линейном пространстве L задана симмет­
ричная билинейная форма А(х, у) , полярная к квадратичной фор­
ме А(х, х) .  Пусть, кроме того, в L указан базис е = (е1 , е2 , . . .  , en ) · 

Согласно теореме 7. 1 форму А(х, у) можно представить в виде (7.3) 
n 

А (х, у) = L aij�i1/j . 
i . j= I  

где � i  и 1/; - координаты в базисе е векторов х и у соответственно. 
При этом , в силу симметрии А(х, у) , 

(7. 1 1 ) 

(см .  замечание 2 п .  2 предыдущего параграфа) .  
Полагая  в (7.3) х = у (т .  е .  1/; = �; ) . мы получим следующее пред­

ставление для квадратичной формы А(х, х) в конечномерном про­
странстве L с заданным базисом е : 

n 
А(х, х) = L ai; �i�j · 

i , j= I  
(7. 1 2) 

Матрица ai; называется матрицей квадратичной формы А(х, х) 
в заданном базисе е .  

Согласно (7. 1 1 ) матрица ( ai; ) является симметричной. Очевидно , 
каждой симметричной матрице (а;; ) отвечает с помощью соотноше­
ния (7. 1 2) квадратичная форма А(х, х) , причем (7. 1 2) будет представ­
лением А(х, х) в пространстве L с заданным базисом е (см . также 
замечание 3 п .  2 предыдущего параграфа) .  

Отметим ,  что матрица квадратичной формы при  переходе к новому 
базису преобразуется по формуле (7. 7) .  Поэтому ранг  этой матрицы не 
меняется при переходе к новому базису. 
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Обычно ранг матрицы квадратичной формы А(х, х) называется 
рангом квадратичной формы. 

Если ранг матрицы квадратичной формы равен размерности про­
странства L, то форма называется невырожденной, а в противном 
случае - вырожденной . 

В дальнейшем мы будем использовать следующую терминологию. 
Определение 2.  Квадратичная форма А(х, х) называется : 
1 )  положительно (отрицательно) определенной, если для любого 

ненулевого х выполняется неравенство 
А(х, х) > О (А (х, х) < О) 

(такие формы называются также знакоопределенными) ;  
2)знакопеременной , если существуют такие х и у, что 

А(х, х) > О, А(у, у) < О; 
3) квазизнакоопределенной , если для всех х 

А(х, х) � О или А(х, х) � О, 
но имеется отличный от нуля вектор х, для которого 

А(х, х) = О . 
В дальнейшем мы укажем признаки ,  по которым можно судить 

о принадлежности формы А(х, х) к одному из указанных типов. 
Отметим следующее важное у т в  е р  ж д е  н и  е .  
Если А(х, у) представляет собой билинейную форму, поляр­

ную положительно определенной квадратичной форме А(х, х) , то 
А (х, у) удовлетворяет всем аксиомам скалярного произведения век­
торов в евклидовом пространстве. 

Обратимся к четырем аксиомам скалярного произведения (см . п. 1 
§ 1 гл . 4) .  

Если число, называемое скалярным произведением векторов х и у, 
обозначить символом А(х, у) , то эти аксиомы запишутся следующим 
образом : 

1 °. А (х, у) = А(у, х) . 
2°. А (х + z, у) = А(х, у) + A(z, у) . 
3°. А(Лх, у) = ЛА(х, у) . 
4°. А (х, х) � О  и А(х, х) > О при х =f. О. 
Так как билинейная форма А (х, у) , полярная квадратичной фор­

ме А(х, х) симметрична,  то аксиома 1 °  выполняется. Аксиомы 2° и 3° 
в сочетании с требованием симметрии выполнены в силу определения 
билинейной формы (см . п .  1 § 1 этой главы) .  Аксиома 4° выполняется, 
так как квадратичная форма А(х, х) положительно определена . 

3 а м е ч  а н  и е. Очевидно, аксиомы скалярного произведения можно 
рассматривать как совокупность требований ,  определяющих билиней­
ную форму, полярную положительно определенной квадратичной фор­
ме . Поэтому скалярное произведение в линейных пространствах может 
быть задано с помощью такого вида билинейной формы. 
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§ 3. Приведение квадратичной формы 
к сумме квадратов 

[ гл . 7 

В этом параграфе указаны различные методы приведения квадра­
тичной формы к сумме квадратов, т. е. будут указаны методы выбора 
такого базиса f = ( f1 , f2 , • • •  , fn ) в линейном пространстве L, по отно­
шению к которому квадратичная форма представляется в следующем 
каноническом виде: 

А (х, х) = Л 1 11f + >.211� + . . .  + Лn11� . (7. 1 3) 

(111 . 112 • • • •  , Т/n)  - координаты х в базисе f. . 
Коэффициенты (>. 1 , >.2 , • • •  , Лn)  в выражении (7. 1 3) называются ка­

ноническими коэффициентами. 
Подчеркнем , что мы рассматриваем квадратичные формы в произ­

вольном вещественном линейном пространстве. В § 6 будут изучены 
квадратичные формы в евклидовом пространстве и будет доказана воз­
можность приведения каждой квадратичной формы к каноническому 
виду даже в ортонормированном базисе. Исходя из результатов гл . 5, 
в том же § 6 настоящей главы будет получено новое доказательство 
теоремы  о приведении квадратичной формы к каноническому виду 
в произвольном (не обязательно евклидовом) вещественном линейном 
пространстве . 

Настоящий же параграф посвящен не только доказательству воз­
можности приведения квадратичной формы к каноническому виду, 
но и описанию двух методов такого приведения ,  имеющих большую 
практическую ценность и широко встречающихся в приложениях . 

Так как каждому преобразованию базиса отвечает невырожденное 
линейное преобразование координат, а невырожденному преобразова­
нию координат - преобразование базиса , то вопрос о приведении 
формы к каноническому виду можно решать путем выбора соответ­
ствующего невырожденного преобразования координат. 

t .  Метод Лагранжа. Докажем следующую теорему. 
Теорема 7.3. Любая квадратичная форма А(х, х) , заданная 

в n-мерном линейном пространстве L, с помощью невырожденного 
линейного преобразования координат может быть приведена к ка­
ноническому виду (7. 1 3) .  

Д о  к а з  а т  е л ь с т  в о . Проведем доказательство теоремы методом 
Лагранжа. Основная идея этого метода заключается в последова­
тельном дополнении квадратного трехчлена по каждому аргументу 
до полного квадрата . Будем считать ,  что А (х, х) f. О 1 ) и в данном 
базисе е = (е 1 , е2 , . . .  , en )  имеет вид 

n 
А (х, х) = L aiJ �i�J · 

i, j= I  

(7. 1 4) 

1 ) Если форма А(х. х) = О. то ее матрица в любом базисе состоит из 
нулевых элементов, и поэтому такая форма по определению имеет канониче­
ский вид . 
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Убедимся , во-первых, что с помощью невырожденного преобразова­
ния координат форму А(х, х) можно преобразовать так ,  что коэффи­
циент при квадрате первой координаты вектора х будет отличен 
от нуля. 

Если в данном базисе этот коэффициент отличен от нуля,  то нуж­
ное невырожденное преобразование является тождественным . 

В случае, если а 1 1  = О, но отличен от нуля коэффициент при 
квадрате какой-либо другой координаты, то с помощью перенумерации 
базисных векторов можно добиться требуемого результата . Ясно, что 
перенумерация является невырожденным преобразованием.  

Если же все коэффициенты при квадратах координат равны ну­
лю, то нужное преобразование можно получить следующим способом . 
Пусть, например, а 1 2  -1 О 1 ) . Рассмотрим следующее невырожденное 
преобразование координат 2) : 

{; = {1 - 6. {� = { 1 + 6. {� = {i . i = З , 4, ... , n. 

После этого преобразования коэффициент при {f будет равен 2а 12  
и поэтому отличен от нуля .  

Итак ,  будем считать, что в соотношении (7. 1 4) а 1 1  -1 О. Выделим 
в выражении  (7. 1 4) ту группу слагаемых, которые содержат { 1 . По­
лучим 

n 
А(х, х) = a 1 1 {f + 2а 1 2{ 1 6 + . . . + 2a 1 n{ 1 {n + L aij{i{j · (7. 1 5) 

i , j=2 
Преобразуем выделенную группу слагаемых следующим образом : 

2 ( а 1 2 a 1n  )2 а 1 1 { 1 + 2а 1 2{ 1 6 + · · ·  + 2a 1n{ 1 {n = а 1 1  { 1 + - 6 + · · ·  + - {n -а 1 1  а 1 1  
2 2 _ а 1 2 с2 _ _ a 1n ,:: 2 _ 2 а 1 2а 1з с с _ _ 2 a 1n- 1 a 1 n  с с 

а 1 1  <,,2 . . . а 1 1  <,,n а 1 1  <,,2<,, 3 . . . 
а 1 1  <,,n- 1 <,,n · 

Очевидно, выражение (7. 1 5) можно теперь переписать так: 
2 n 

А (х, х) = а 1 1  ( { 1 + а , 2 6 + . . .  + a i n {n) + L ai;{i{j . (7. 1 6) 
а 1 1  а 1 1  i , j=2 

где ai; - коэффициенты при {i{; . полученные после преобразования .  
Рассмотрим следующее невырожденное преобразование координат: 

а 12 a 1 n с Т/1 = { 1 + - 6 + • · · + - {n , Т/2 = <,,2 •  а 1 1 а 1 1 
С помощью этого преобразования и представления (7. l )  для А (х, х) 

ПОЛУЧИМ  n 
А(х, х) = а 1 1 Т/f + L ai;Т/iТ/j · 

i , j=2 
(7. 1 7) 

1 ) Напомним, что А (х, х) i- О, и поэтому хотя бы один коэффициент ai; 
отличен от нуля .  

2) Определитель матрицы этого преобразования равен 2,  и поэтому это 
преобразование невырожденное. 
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Итак ,  если форма А (х, х) =f О, то с помощью невырожденного 
преобразования координат эту форму можно привести к виду (7. 1 7) . n 

Обратимся теперь к квадратичной форме L ai;Тli'r/; · Если эта 
i , j=2 

форма тождественно равна нулю,  то вопрос о приведении А{х, х) n 
к каноническому виду решен . Если же форма L: ai;Тli'r/; =f О, то 

i , j=2 
мы  можем повторить рассуждения ,  рассматривая преобразования ко­
ординат 111 • • • •  , '1n · аналогичные описанным выше, и не меняя при 
этом координату r/ I · Очевидно, такого типа преобразования коорди­
нат f"/ I , rt2 • • • . , Тln будут невырожденными . 

Ясно, что за конечное число шагов мы  приведем квадратичную 
форму А(х, х) к каноническому виду (7. 1 3) .  

Отметим,  что нужное преобразование исходных координат � 1 •  6 . . . .  
. . . , �n можно получить путем перемножения найденных в процессе 
рассуждений невырожденных преобразований .  Теорема доказана . 

3 а м е ч  а н  и е 1 .  Базис , в котором квадратичная форма имеет кано­
нический вид, называется каноническим. Отметим,  что канонический 
базис определен неоднозначно . 

3 а м е ч  а н  и е 2. Если форма А(х, х) приведена к каноническому 
виду (7. 1 3) ,  то, вообще говоря , не все канонические коэффициен­
ты Лi отличны от нуля .  Оставляя в (7. 1 3) лишь отличные от ну­
ля Лi и перенумеровывая их заново, получим следующее выражение 
для А(х, х) :  

А (х, х) = Л 1 11Т + Л211� + . . . + Лk'r/� ·  (7. 1 8) 

Ясно , что k :;::;; n . Так как ранг  квадратичной формы по определению 
равен рангу ее матрицы в любом базисе, то из (7. 1 8) и условия Лi =f О 
при i = 1 ,  2, . . .  , k вытекает, что ранг  формы равен k .  Таким образом,  
число отличных от нуля канонических коэффициентов равно рангу 
квадратичной формы. 

2.  Метод Якоби. При некоторых дополнительных предположениях 
о квадратичной форме А (х, х) можно указать явные формулы перехода 
от данного базиса е = (е 1 , е2 , . . . , en ) к каноническому базису f = 
= {f1 , f2 , . . . , fn ) и формулы для канонических коэффициентов Лi . 

Предварительно мы введем понятие треугольного преобразования 
базисных векторов. 

Преобразование базисных векторов е 1 , е2 , • • •  , en называется тре­
угольным, если оно имеет следующий вид: 

f1 = е 1 , 
f2 = а2 1 е 1 + е2 . 
fз = аз 1 е 1 + а32е2 + ез , (7. 1 9) 



§ 3 1 ПРИВЕДЕНИЕ КВАДРАТИЧНОЙ ФОРМЫ 1 87 

3 а м е ч  а н  и е. Так как определитель матрицы треугольного преоб­
разования (7. 1 9) отличен от нуля (равен l ) ,  то векторы f1 , f2 , . . .  , fn 
образуют базис . 

Введем в рассмотрение угловые миноры матрицы А(е) = (aij ) 
коэффициентов формы А(х, х) в базисе е ,  обозначив их символа­
ми д 1 , Л2 , . . .  , Лn- 1 : 1 а 1 1 • • • a 1 . n- I  1 · · · · Лn- 1 = · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·  · 

Un- 1 , I • • •  Un- 1 , n- 1  
(7.20) 

Справедливо следующее утверждение . 
Теорема 7.4. Пусть миноры д 1 , д2 , . . .  , Лn матрицы (aij )  квад­

ратичной формы А(х, х) отличны от нуля . Тогда существует един­
ственное треугольное преобразование базисных векторов е 1 , е2 , . . .  
. . . , en , с помощью которого форму А (х, х) можно привести к ка­
ноническому виду. 

Д о  к а з  а т  е л ь с т  в о .  Напомним ,  что коэффициенты Ьij фор­
мы А(х, х) в базисе f1 , f2 , . . .  , fп вычисляются по формулам Ьij = 
= A(f; ,  fj ) .  

Если форма А(х, х) в базисе f1 , f2 , . . .  , fn имеет канонический вид, 
то b;j = О  при i =J j .  Поэтому для доказательства теоремы достаточно 
построить с помощью треугольного преобразования (7. 1 9) такой ба­
зис f1 , f2 , . . . , fn .  в котором будут выполняться соотношения 

A(fi , fj ) = О  при i =J j ,  или, что то же , при i < j (7.2 1 )  

(при этом , конечно, надо убедиться . что искомое преобразование един­
ственно) . 

Если обратиться к формулам (7. 1 9) для f; , то, используя линейное 
свойство квадратичной формы А(х, х) по каждому аргументу, легко 
заметить, что соотношения (7.2  l )  будут выполнены ,  если будут выпол­
нены соотношения 1 ) 

A(e 1 , fj ) = O, A (e2 , fj ) = O, . . .  , A (ej- 1 . fj ) = O, j = 2 , 3 , . . .  , n . 
(7.22) 

Запишем формулы (7.22) в развернутом виде . Для этого подставим 
в левые части этих формул выражение 

(7.23) 

для fj из соотношений (7. 1 9) .  Используя далее свойство линейности 
А(х, х) по каждому аргументу и обозначение А(е; , ej ) = aij • получим 
в результате следующую линейную систему уравнений для неизвест-

1 ) Нетрудно убедиться ,  что из соотношений (7.2 1 ) следуют соотношения 
(7.22) . 
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ных коэффициентов ajk :  
O:j 1 a 1 1  + aj2a 1 2 + . . .  + aj , j- 1 a 1 , j- I  + a 1j = О, 

(7.24) 
O:j l aj- 1 . 1 + O:j2aj- l . 2  + . . .  + aj , j- l aj- 1 , j- I + aj- 1 . j  = О . 

Определитель этой системы равен дj- I · По условию дj- I =f:. О. 
Следовательно, система (7.24) имеет единственное решение. 

Таким образом , можно построить единственное треугольное пре­
образование базисных векторов,  с помощью которого форма А (х, х) 
приводится к каноническому виду. Теорема доказана.  

Приведем формулы ,  по которым можно вычислить коэффициен­
ты aij искомого треугольного преобразования ,  и формулы для канони­
ческих коэффициентов >.j . 

Обозначим символом дj- l . j  минор матрицы (aij ) .  расположен­
ный на пересечении строк этой матрицы с номерами l ,  2 ,  . . .  , j - 1 
и столбцов с номерами 1 ,  2 ,  . . .  , i - 1 ,  i + l ,  . . . , j. Тогда , обращаясь 
к системе (7.24) и используя формулы Крамера , получим следующее 
выражение для ai{ 

CXij = (- \ )H I Л;- 1 . 1 . Л;- 1 
(7.25) 

Займемся вычислением канонических коэффициентов >.j . 
Так как Л; = Ьjj = A(fj . f; ) .  то из выражения (7.23) для f; и фор­

мул (7.22) получаем 

Лj = A(f; .  fj ) = А (а; 1 е 1 + aj2e2 + . . .  + а; . ;- 1 е;- 1 + ej . f; ) = 

= А(е; .  fj ) = А (ej . а; 1 е 1 + aj2e2 + . . .  + а; . ;- 1 е;- 1 + ej ) = 
= aj 1 a 1 ;  + а;2а2; + . . .  + aj . ;- 1 aj- 1 . ;  + а;; ­

Подставляя выражение (7.25) для aji в правую часть последнего соот­
ношения ,  найдем 

·+ 1 ·+2 Лj = ( (- 1 )' а 1 ;дj- 1 . 1 + (- \ )' a2jдj- 1 . 2 + . . .  

. . .  + (- 1 )2j- l a;- 1 . ;д;- 1 . ;- 1 + ajjдj- 1 )дj� 1 · 

Числитель последнего соотношения представляет собой сумму про­
изведений элементов строки с номером j в определителе дj на ал­
гебраические дополнения этих элементов в указанном определителе. 
Следовательно, этот числитель равен дj . Поэтому 

Л · \ - 1 
Аj - -л ' j - 1 

j = 2, 3, . . .  , n . (7.26) 

Так как >. 1 = A(f1 , f1 )  = А(е 1 , е 1 ) = а 1 1 = д 1 , то .отсюда и из (7.26) 
получаем следующие формулы для канонических коэффициентов: 

Л2 >. 1 = д 1 .  >.2 = - , 
Л1 

(7.27) 
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§ 4. Закон инерции квадратичных форм. 
Классификация квадратичных форм 

1 .  Закон инерции квадратичных форм. Мы уже отмечали (см. за­
мечание 2 п .  l предыдущего пара графа) ,  что ранг  квадратичной формы 
равен числу отличных от нуля канонических коэффициентов. Таким 
образом , число отличных от нуля канонических коэффициентов не за­
висит от выбора невырожденного преобразования ,  с помощью которого 
форма А (х, х) приводится к каноническому виду. На самом деле при 
любом способе приведения формы А (х, х) к каноническому виду не 
меняется число положительных и отрицательных канонических коэф­
фициентов. Это свойство называется законом инерции квадратичных 
форм . 

Прежде чем перейти к обоснованию закона инерции ,  сделаем неко­
торые замечания .  

Пусть форма А (х, х)  в базисе е = ( е 1 , е2 , . . . , en )  определяется 
матрицей А(е) = (ai; ) :  

n 
А(х. х) = L ai; �i�j . (7.28) 

i . j= I  
где � 1 •  6, . . . , �n - координаты вектора х в базисе е .  Допустим ,  
что эта форма с помощью невырожденного преобразования координат 
приведена к каноническому виду 

А (х, х) = Л 1 µТ + Л2µ� + . . .  + Лkµ� . (7.29) 

причем >. 1 , >.2 , . . .  , >.k - отличные от нуля канонические коэффициен­
ты, занумерованные так, что первые q из этих коэффициентов положи­
тельные, а следующие коэффициенты - отрицательные: 

Л 1 > О, >.2 > О, Лq > О, Лq+ 1 < О, . . .  , >.k < О. 
Рассмотрим следующее 

нат µi 1 ) : 
невырожденное преобразование коорди-

1 Т/1 = vГл1 µ 1 . 

Т/q+ l = � µq+ l · 
у - лч+ I 

Т/k+ l = µk+ I • Т/n = µn . 

(7.30) 

В результате этого преобразования форма А (х, х) примет вид 

А(х, х) = Т/f + 77� + . . .  + ТJ� - Т/�+ 1 - . . .  - ТJ� , (7.31) 

называемый нормальным видом квадратичной формы.  

1 ) Легко видеть, что определитель этого преобразования отличен от  нуля.  
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Итак,  с помощью некоторого невырожденного преобразования ко­
ординат , 1 , 6 . . . .  , 'n вектора х в базисе е = (е 1 , е2 , . . .  , en ) 
Т/i = O:i l ' \ + O:i26 + · · · + O:in'n ·  i = 1 , 2 , . . .  , n , det ( O:ij ) =f:- О (7.32) 
(это преобразование представляет собой произведение преобразований 
' в µ и µ в 11 по формулам (7.30) )  квадратичная форма может быть 
приведена к нормальному виду (7.3 1 ) .  

Докажем следующее утверждение. 
Теорема 1.5 (закон инерции квадратичных форм) .  Число сла­

гаемых с положительными (отрицательными) коэффициентами 
в нормальном виде квадратичной формы не зависит от способа 
приведения формы к этому виду. 

Д о  к а з  а т  е л ь  с т  в о .  Пусть форма А (х, х) с помощью невырож­
денного преобразования  координат (7.32) приведена к нормальному 
виду (7.3 1 ) и с помощью другого невырожденного преобразования 
координат приведена к нормальному виду 

А (х,  х) = (f + (i + . . .  + (; - (;+ 1 - . . •  - (� . (7.33) 
Очевидно, для доказательства теоремы достаточно убедиться 

в справедливости равенства р = q . 
Пусть р > q .  Убедимся , что в этом случае имеется ненулевой 

вектор х такой , что по отношению к базисам ,  в которых форма А (х, х ) 
имеет вид (7.3 1 ) и (7.33) , координаты 11 1 . 112 • . . .  , Т/ч и (p+ I • . . . , (n этого 
вектора равны нулю :  

11 1 = О, 112 = О, Т/q = О, (p+ I = О, (п = О. (7.34) 
Так как координаты Т/i получены путем невырожденного преобразо­

вания (7.32) координат ' 1 . . . .  , 'n · а координаты (i - с помощью анало­
гичного невырожденного преобразования этих же координат , 1 , . . .  , 'n · 
то соотношения (7.34) можно рассматривать как систему линейных 
однородных уравнений относительно координат ,1 , • • •  , 'n искомого 
вектора х в базисе е = (е 1 , е2 , • • •  , en ) (например, в развернутом виде 
соотношение Т/t = О имеет, согласно (7.32) , вид 0: 1 1 ' 1 + 0:1 26 + . . . . . . + 0: 1 n'n = О) . Так как р > q ,  то число однородных уравнений (7.34) 
меньше n , и поэтому система (7.34) имеет ненулевое решение относи­
тельно координат ' 1 . . . .  , 'n искомого вектора х. Следовательно, если 
р > q, то существует ненулевой вектор х, для которого выполняются 
соотношения (7.34) . 

Подсчитаем значение формы А(х, х) для этого вектора х. Обраща­
ясь к соотношениям (7.3 1 ) и (7.33) , получим 

А (х, х) = -11�+ 1  - · · · - 11� = (f + (� + · · · + (; . 
Последнее равенство может иметь место лишь в случае Т/ч+ I = . . . 

. . .  = Т/k = О и (1 = (2 = . . .  = (р = О. 
Таким образом , в некотором базисе все координаты (1 , (2 , • • •  , (n 

ненулевого вектора х равны нулю (см. последние равенства и соотно­
шения (7.34) ) ,  т. е. вектор х равен нулю.  Следовательно, предположе-
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ние р > q ведет к противоречию .  По аналогичным соображениям ведет 
к противоречию и предположение р < q . 

Итак ,  р = q . Теорема доказана . 
2. Классификация квадратичных форм. В п . l § 2 этой главы 

(см . определение 2) были введены понятия положительно определен­
ной , отрицательно определенной , знакопеременной и квазизнакоопре­
деленной квадратичных форм . 

В этом пункте с помощью понятий индекса инерции ,  положитель­
ного и отрицательного индексов инерции квадрата формы мы укажем , 
каким образом можно выяснить принадлежность квадратичной формы 
к тому или иному из перечислен ных выше типов. При этом индексом 
инерции квадратичной формы будем называть ч исло отличных от нуля 
канонических коэффициентов этой формы (т .  е .  ее ранг ) ,  положитель­
ным индексом инерции - число положительных канонических коэф­
фициетов , отрицательным индексом инерции - число отрицательных 
канонических коэффициентов. Ясно, что сумма положительного и от­
рицательного индексов инерции равна индексу инерции .  

Итак ,  пусть индекс инерции ,  положите�льный и отрицательный ин­
дексы инерции квадратичной формы А (х, х) соответственно равны k ,  
р и q (k = р + q) .  В предыдущем пункте было доказано, что в любом 
каноническом базисе f = (f1 , f2 , . . . , fп ) эта форма может быть приве­
дена к следующему нормальному виду: 

А( ) 2 2 2 2 2 х, х = 17 1 + 172 + . . .  + 1Jp - 1Jp+ I - . . .  - 11k • (7.35) 

где 11 1 , r12 • . . . , 1Jn - координаты вектора х в базисе f. 
l 0• Необходимое и достаточное условие знакоопределенности 

квадратичной формы. Справедливо следующее утверждение. 
Для того чтобы квадратичная форма А (х, х) , заданная 

в п-мерном линейном пространстве L,  была знакоопределенной, 
необходимо и достаточно, чтобы либо положительный индекс 
инерции р, либо отрицательный индекс инерции q был равен 
размерности п пространства L .  

При этом , если р = п,  то  форма положительно определенная, если 
же q = п,  то форма отрицательно определенная . 

Д о  к а з  а т  е л ь с т  в о. Так как случаи положительно определенной 
формы и отрицательно определенной формы рассматриваются анало­
гично, то доказательство утверждения проведем для положительно 
определенных форм.  

l )  Н е о б х о д и м  о с т  ь .  Пусть форма А (х, х) положительно опреде­
лена .  Тогда выражение (7.35) примет вид 

А (х, х) = 1]� + 1]� + . . . + 11; . 

Если при этом р < п,  то из последнего выражения следует, что для 
ненулевого вектора х с координатами  

11 1 = О ,  112 = О, 
7 Линейная алгебра 

1Jp = О, 1Jp+ 1 -:/:- О, 
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форма А (х, х) обращается в нуль , а это противоречит определе­
нию положительно определенной квадратичной формы .  Следовательно , 
p = n .  

2) Д о  с т  а т  о ч н о  ст  ь .  Пусть р = п .  Тогда соотношение (7.35) имеет 
вид А (х, х) = 11f + 11§ + . . .  + 17� . Ясно , что А(х, х) ? О, причем , если 
А = О, то 11 1 = 112 = . . .  = 17n = О , т. е .  вектор х нулевой .  Следовательно, 
А (х, х) - положительно определенная форма .  

3 а м е ч  а н  и е . Для выяснения  вопроса о знакоопределенности квад­
ратичной формы с помощью указанного признака мы должны привести 
эту форму к каноническому виду. 

В следующем пункте мы докажем критерий Сильвестра знако­
определенности квадратичной формы , с помощью которого можно вы­
яснить вопрос о знакоопределенности формы , заданной в любом базисе 
без приведения к каноническому виду .  

2°. Необходимое и достаточное условие знакопеременности 
квадратичной формы. Докажем следующее утверждение .  

Для того чтобы квадратичная форма была знакопеременной ,  
необходимо и достаточно, чтобы как положительный, так и от­
рицательный индексы инерции этой формы были отличны от 
нуля . 

Д о  к а з  а т  е л ь с т  в о .  1 ) Н е о б х о д и м  о с т  ь .  Так как знакопере­
менная форма принимает как положительные, так и отрицательные 
значения , то ее представление (7.35) в нормальном виде должно со­
держать как положительные , та к и отрицательные слагаемые (в  про­
тивном случае эта форма принимала бы либо неотрицательные , либо 
неположительные значения ) .  Следовательно, как положительный ,  та к 
и отрицательный и ндексы инерции отличны от нуля . 

2) Д о  с т  а т  о ч н о  с т  ь .  Пусть р f. О и q f. О. Тогда для векто­
ра х 1 , с координатами  11 1 f. О, . . .  , 'Г/р f. О, 'Г/р+ I = О, . . .  , 'Г/n = О 
имеем А (х 1 , х 1 ) > О, а для вектора х2 с координатами 11 1 = О, . . . 

" . , 17р = О, 17p+ I /- О, . . .  , 17n 1- О имеем А(х2 . х2 ) < О. Следовательно, 
форма А (х,  х) я вляется знакопеременной .  

3°. Необходимое и достаточное условие квазизнакоопределен­
ности квадратичной формы. Справедливо следующее утверждение .  

Для того чтобы форма А(х, х) была квазизнакоопределенной, 
необходимо и достаточно, чтобы выполнялись соотношения : либо 
р < п ,  q = О, либо р = О, q < п .  

Д о  к а з  а т  е л ь с т  в о .  Мы рассмотрим случай положительно ква­
зизнакоопределенной формы .  Случай  отрицательно квазизнакоопреде­
ленной формы рассматривается аналогично. 

1 ) Н е о б х о д и м  о с т  ь .  Пусть форма А(х, х) положительно ква­
зизнакоопределенная .  Тогда , очевидно , q = О и р < п (если бы р = п , 
то форма была бы положительно определенной) , 

2) Д о  с т  а т  о ч н о  с т  ь .  Если р < п ,  q = О, то А(х, х) ? О и для 
ненулевого вектора х с координатами  17 1 = О, 112 = О, . " , 17р = О , 17p+ I /­
= О, . . .  , 17n 1- О имеем А (х, х) = О, т. е .  А (х, х) - положительно 
квазизнакоопределенная форма . 
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3. Критерий Сильвестра 1 ) знакоопределенности квадратичной 
формы. Пусть форма А(х , х) в базисе е = (е 1 , е2 , . . .  , en ) определяет­
ся матрицей А (е} = (a;j ) : 

n 

i . j= I 

и пусть Л 1 = а 1 1 , Л2 = а " а 1 2 , • • •  , Лn = . . . . . . . . . . . .  - угловые 1 1 
1 а 1 1  • • • a 1 n  1 

а2 1 а22 an l . . . U n n  
миноры и определитель матрицы (a;j ) · Справедливо следующее утвер­
ждение .  

Теорема 7.6 ( критерий Сильвестра ) .  Для того чтобы квад­
ратичная форма А (х , х) была положительно определенной, 
необходимо и достаточно, чтобы были выполнены неравен­
ства Л 1 > О, Л2 > О, . . . , Лn > О. 

Для того чтобы квадратичная форма была отрицательно опре­
деленной , необходимо и достаточно, чтобы знаки угловых миноров 
чередовались, причем д , < О. 

Д о  к а з  а т  е л ь  с т  в о .  1 )  Н е о б х о д и м  о с т  ь .  Докажем сначала , что 
из условия знакоопределенности квадратичной формы А (х, х) следует 
д; i О, i = \ , 2, . . .  , n . 

Убедимся ,  что предположение дk = О ведет к противоречию - при 
этом предположении существует ненулевой вектор х, для которого 
А (х, х) = О, что противоречит знакоопределенности формы . 

Итак ,  пусть дk = О. Рассмотрим следующую квадратную однород­
ную систему линейных уравнений :  

а 1 1 � 1 + а 1 26 + . . . + a 1 k �k = О, 
а2 1 � 1 + а226 + . . .  + a2k�k = О, (7.36) 
ak 1 � 1 + ak26 + . . .  + ан�k = О. 

Так как дk - определитель этой системы и дk = О, то система 
имеет ненулевое решение � 1 • 6 . . . . , �k (не все �i равны О) . Умно­
жим первое из уравнений  (7.36) на � 1 ,  второе на 6 • . . .  , последнее 
на �k и сложим полученные соотношения .  В результате получим pa-

k 
венство L aij �i�j = О, левая часть которого представляет собой 

i , j= I 
значение квадратичной формы А (х, х) для ненулевого вектора х с ко­
ординатами  (� 1 . 6 . . . .  , �k .  О, . . .  , О) . Это значение равно нулю,  что 
противоречит знакоопределенности формы .  

Итак ,  мы  убедились ,  что Л; '1 О, i = 1 ,  2 , . . .  , n .  Поэтому мы  можем 
применить метод Якоби приведения формы А (х, х) к сумме квадратов 
(см . теорему 7.4) и воспользоваться формулами (7.27) для канониче­
ских коэффициентов Л; . Если А(х, х) - положительно определенная 
форма ,  то все канонические коэффициенты положительны . Но тогда 

1 ) Джемс Джозеф Сильвестр ( 1 8 1 4- 1 897) - английский математик. 
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из соотношений  (7.27) следует, что д 1 > О, д2 > О, . . .  , Лn > О.  Ее.п и 
же А (х, х) - отрицательно определенная форма ,  то все канонические 
коэффициенты отрицательны .  Но тогда из формул (7.27) следует, что 
знаки  угловых м иноров чередуются ,  причем д 1  < О. 

2) Д о  с т  а т  о ч н о  с т  ь .  Пусть выполнены условия ,  наложенные на 
угловые миноры дi в формулировке теоремы .  Так как д; i= О, i = 
= l ,  2 ,  . . .  , п ,  то форму А можно привести к сумме квадратов методом 
Якоби (см . теорему 7.4 ) ,  причем канонические коэффициенты .А; могут 
быть найдены по форму.лам  (7.27) . Если д 1 > О , д2 > О, . . . , Лn > О, 
то из соотношений  (7.27) следует, что все >.i > О, т. е .  форма А(х, х) 
положительно определенная .  Если же знаки дi чередуются и д 1 < О, 
то из соотношений  (7.27) следует, что форма А (х, х) отрицательно 
определенная .  Теорема доказана .  

§ 5 . Полилинейные формы 
Определение. Полилинейной формой А(х 1 , х2 , . . .  , хр ) р вектор­

ных  аргументов называется числовая функция ,  определенная на все­
возможных векторах х 1 , х2 , • • •  , Хр линейного пространства L и ли­
нейная по каждому из аргументов, при фиксированных значениях 
остальных аргументов. 

Простейшим примером полилинейной формы может служить про­
изведение л инейных форм А (х 1 ) А (х2 ) . . .  А (хр) · 

Полилинейная форма А (х 1 , х2 ,  • • •  , хр ) называется симметричной 
(кососимметричной) , если для каждых двух ее аргументов Xk и х1 
и для любых значений  этих аргументов выполняется соотношение 

А ( х 1 , • • •  , Xk '  . . .  ' Xt '  • . .  ' Хр ) = А ( х 1 ' • • •  ' Xt '  . . .  ' Xk • . . . • Хр) 

(А (х , , . . . ' Xk , . • •  ' Х1 , . . . • Хр) = -А (х , , . . . . Х/ , . . .  ' Xk ,  . . . • Хр) ) . 

Пусть полилинейная форма А(х 1 , х2 , • • •  , хр ) задана в конечномер­
ном линейном пространстве L , и пусть е 1 ,  е2 , . . . , еп - базис в L .  
Обратимся к разложению каждого вектора х; п о  базисным векто­
рам е , . е2 , . . .  ' en :  

п 
Х; = �i 1 e 1 + �i2e2 + . . . + �inen = L �ijej .  i = l ,  2 ,  . . .  , р .  (7 .37) 

j= I 
Подставляя  выражения для х; по формулам (7.37) в полилинейную 

форму А (х 1 , х2 , . . .  , хр) и используя свойство линейности этой формы 
по каждому аргументу, получим  

п 
L � l j , 6j2 • • •  �pj" A (ej , , ej2 • • • •  , ej" ) · (7.38) 

j , . jz . "" j"= 1 
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Таким образом , значения полилинейной формы А(х 1 , х2 , . . .  , хр) 
в конечномерном пространстве с выделенным базисом е 1 , е2 , . . .  , en 
определяются всевозможными значениями  A(ej" ej2 ,  • • •  , ejp ) этой 
формы на векторах ej , . ej2 • • • •  , ejv · 

Докажем следующее утверждение .  
Теорема 7. 7. Любая полилинейная кососимметричная фор­

ма А(х 1 , х2 , . . " Xn ) , заданная в п -мерном линейном пространст­
ве L с выделенным базисом е 1 , е2 , . . . , en , может быть представле-
на в виде � 1 1 � 1 2  . . • � l n 

А(  ) 61 62 · · ·  6п X t , Xz , . . . , Xn = а 
�n l �n2 • · · �nn 

(7.39) 

где а = А(е 1 , е2 , . . . , en ) . а (�; 1 , �;2 • . . .  , �in ) - координаты векто­
ра х; в базисе е 1 ,  ez , . . .  , en ·  

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как форма A(x 1 , x2 , • • •  , xn )  я вляется 
кососимметричной, то для произвольной перестановки (j 1 , j2 , . . .  , Jn )  
индексов ( 1 , 2 ,  . . . , п ) им_еем 

А(е . е · е · ) - (- l ) N (j , . j2 · · ·· · j" ) A(e е е ) -) 1 ' )2 ' " " " ' ) n - J , 2 ,  . . . , n -

где N(j 1 , j2 , . . . , Jп ) - ч исло беспорядков в перестановке (j 1 , j2 , . . .  
. . " Jп ) .  

В силу кососимметричности формы для двух одинаковых индексов 
jk и j1 (jk = j 1 )  значение A (ej" . . .  , ejk ' . . .  , ej" . . .  , ej..} равно нулю .  
Отсюда и из соотношения  (7.40) следует, что  для рассматриваемого 
случая соотношение (7.38) при мет вид 

n 

Сравнивая формулу (7.4 1 )  с формулой ( 1 .28) гл . 1 для определителя 
порядка п ,  мы убедимся в справедли вости соотношения (7.39) . Теорема 
доказана .  

§ 6. Билинейные и квадратичные формы 
в евклидовом пространстве 

В предыдущих параграфах мы  изучали билинейные и к вадратичные 
формы в произвольном (не обязательно евклидовом) вещественном 
линейном пространстве L. В этом параграфе мы получим  ряд сведе­
ний  о билинейных и квадратичных формах ,  заданных в вещественном 
евклидовом пространстве. При этом мы будем широко пользоваться 
результатами  § 9 гл . 5, посвященного л и нейным операторам . 

В п .  3 настоящего параграфа будет показано ,  каким образом тео­
рия евклидовых пространств может быть применена для получения 
8 Линейная аш·ебра 
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содержательных результатов в произвольных линейных пространствах .  
В частности ,  нами будет получено независимое доказательство теоре­
мы о том , что каждая квадратичная форма в линейном пространстве 
может быть приведена к каноническому виду. 

1 .  Предварительные замечания. В этом пункте мы напомним  
некоторые понятия теории  линейных операторов. 

Пусть V - n-мерное вещественное евклидово пространство и А -
линейный оператор , действующий из V в V. Оператор А* называется 
сопряженным к А, если для всех х Е V и у Е V выполняется равенство 

(Ах, у) = (х, А*у) . (7.42) 

Оператор А называется самосопряженным ,  если А = А* ,  т. е .  для 
всех х Е V и у Е V 

(Ах, у) = (х, Ау) .  (7.43) 

Рассмотрим билинейную форму В(х, у ) ,  заданную в евклидовом 
пространстве V. В гл . 5 было установлено, что каждой такой фор­
ме В(х, у) однозначно соответствует линейный  оператор такой ,  что 
справедливо равенство 

В(х, у) = (Ах, у) . (7.44) 

Кроме того , в теореме 5 .33 было доказано ,  что билинейная фор­
ма В(х, у) я вляется симметричной тогда и только тогда , когда опера­
тор А,  фигурирующий в (7.44) , является самосопряженным .  

Напомним  также, что  в теореме 5 .35  для любого самосопряженного 
оператора А было доказано существование ортонормированного базиса 
из собственных векторов .  Это означает, что существуют ортонорми­
рованная система е 1 , е2 , . . . , en и вещественные числа Л 1 , Л2 ,  . . .  , Лn 
такие ,  что 

(7.45) 

Отметим ,  что в базисе { ek } матрица оператора А имеет диа гона.11ь ­
ный ВИД .  

2 .  Приведение квадратичной формы к сумме квадратов в орто­
гональном базисе . Пусть В(х, у) - симметричная билинейная форма , 
заданная  в вещественном евк.11 идовом пространстве V ,  а В(х, х) -
определяемая ею квадратичная форма .  

Докажем следующую теорему о приведении квадратичной фор­
мы В (х , х) к сумме квадратов . 

Теорема 7.8.  Пусть В (х , у) - симметричная билинейнал форма, 
заданная в евклидовом пространстве V. Тогда в пространстве V 
существует такой ортонормированный базис {ek }  и можно ука­
зать такие вещественные числа Лk , что для любого х Е V квадра­
тичная форма В (х, х) может быть представлена в виде следующей 
суммы квадратов координат �k вектора х в базисе { ek } : 

n 
В(х, х) = L лk�� · (7.46) 

k= l  
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Д о  к а з  а т  е л ь  с т  в о. Так как В(х, у) - симметричная билинейная 
форма, то существует самосопряженный  оператор А такой ,  что 

В(х, у) = (Ах, у) . (7.47) 

По теореме 5 .35 для оператора А можно указать ортонормирован­
ный базис { ek } из собственных векторов этого оператора ; пусть >.k -
собственные значения ,  отвечающие ek . 

Пусть вектор х имеет в базисе ek координаты 'k : 
n 

х = :L 'kek . (7.48) 
k= I  

Тогда , очевидно, поскольку ek - собственные векторы оператора А: 
n 

Ах = L >.k'kek . (7.49) 
k= I  

Из соотношений (7.48) и (7.49) вследствие ортонормированности 
базиса { ek } получаем следующее выражение для скалярного произве­
дения А (х, х) : n 

А (х, х) = L >.k,k · (7.50) 
k= I 

Отсюда и из соотношения (7.47) получаем (7.46) . Теорема доказана .  
3. Одновременное приведение двух квадратичных форм к сум­

ме квадратов в линейном пространстве. 
Докажем теперь важную теорему об одновременном приведении 

двух квадратичных форм к сумме квадратов в произвольном (не обя­
зательно евклидовом) вещественном линейном пространстве. 

Теорема 7 .9. Пусть А (х, у) и В(х, у) - симметричные били­
нейные формы, определенные в вещественном линейном простран­
стве V. Допустим далее, что для всех х Е V, х # О, справедливо 
неравенство В (х, х) > О (т .  е. квадратичная форма В(х, х) - поло­
жительно определенная) . Тогда в пространстве V можно указать 
базис { ek } такой , что квадратичные формы А(х, х) и В(х, х) 
могут быть представлены в виде 

n 
А (х, х) = L >.k 'k · (7.5 1 )  

k= I  
n 

В(х, х) = L 'k · (7.52) 
k= I  

где 'k - координаты вектора х в базисе { ek } . 
Д о  к а з  а т  е л ь с т  в о .  Согласно замечанию в конце § 2 этой главы 

скалярное произведение в конечномерном вещественном пространстве 
может быть задано с помощью бил инейной формы В(х, у) , полярной 
к положительно определенной квадратичной форме В(х, х) . 
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Поэтому м ы  можем ввести в линейном пространстве V скалярное 
произведение (х, у)  векторов х и у,  полагая 

(х, у) = В(х, у) . (7.53) 

Таким образом ,  V представляет собой евклидово пространство со 
скалярным произведением (7.53 ) .  По теореме 7. 1 1  можно указать та ­
кой ортонормированный  базис {ek } и такие вещественные числа >.k . 
что в этом базисе квадратичная форма А(х, х) представляется в ви­
де ( 7. 5 1 ) .  

С другой стороны ,  в любом ортонормирован ном базисе скалярное 
произведение (х, х) , равное , согласно (7.53) , В(х, х) , представляется 
в виде суммы квадратов координат вектора х. 

Таким образом , представление В(х, х) в виде (7.52) в базисе { ek } 
также обоснованно .  Теорема доказана . 

3 а м е ч  а н  и е .  Из доказан ной нами теоремы непосредственно сле­
дует, что любую квадратичную форму в произвольном вещественном 
линейном пространстве можно привести к каноническому виду. Однако 
способ такого приведения  я вляется , вообще говоря , более сложным ,  
чем способы ,  изложенные выше в § 3 ,  поскольку он требует нахожде­
ни я  всех собственных векторов некоторого самосопряженного операто­
ра (см . по этому поводу гл . 6) .  

4. Экстремальные свойства квадратичной формы. Рассмотрим 
произвольную дифференцируемую функцию f ,  определенную на неко­
торой гладкой поверхности S ( см .  определение гладкой поверхности 
в гл . 5 части II «Основ математического анализа » ) .  Будем говорить, что 
точка х0 поверхности S я вляется стацион.арн.ой точкой функции f ,  
если в точке Хо производная функции f по  любому направлению на 
поверхности S равна нулю .  В частности ,  точки экстремума функции f 
я вляются ее стационарными точками .  

Значение f (Хо ) функции f в стационарной точке хо называется 
стацион.арн.ым зн.ачен.ием .  Иногда стационарную точку хо функции f 
называют ее критической точкой , а величину f (хо) - критическим 
зн.ачен.ием .  В этом пун кте мы  исследуем вопрос о стационарных и ,  
в частности , экстремальных значениях квадратичной формы В(х, х) 
на сфере единичного радиуса в евклидовом пространстве V и о связи 
этих значений  с собственными значен иями самосопряженного операто­
ра А, с помощью которого симметричная билинейная форма В(х, у) . 
полярная квадратичной форме В(х. х) . представляется в виде 

В(х, у) = (Ах, у) . (7.54) 

При этом един.ичн.ой сферой в V мы будем называть множество тех 
векторов х Е V, которые удовлетворяют уравнению 

(х, х) = 1 или l l x l l  = 1 . (7 .55) 

Для упрощения  рассуждений мы  воспользуемся выводами преды­
дущего пункта о приведении  квадратичной формы к сумме квадратов. 



§ 6 1 ФОРМЫ В ЕВКЛИДОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ 1 99 

Итак ,  пусть В(х. х) - квадратичная форма , В(х, у) полярная 
этой форме билинейная форма ,  А - самосопряженный оператор , свя­
занный с В(х, у) соотношением (7.54 ) .  

По теореме 7.8 в ортонормированном базисе { ek } ,  состоящем из 
собственных векторов оператора А, квадратичная форма В(х, х) име­
ет вид n 

В (х, х) = I: Лk(� . (7.56) 
k= l  

где (k - координаты вектора х в базисе {ek } .  Лk - собственные 
значения оператора А. Мы договоримся нумеровать эти собственные 
значения в порядке убывания :  

(7.57) 

Заметим , что в выбранном базисе единичная сфера, определяемая 
уравнением (7.55) , в координатах вектора х задается уравнением 

n I: (� - 1 = о.  (7.58) 
k= I  

Докажем следующую теорему. 
Теорема 7. 1 0. Стационарные значения квадратичной фор­

мы В(х, х) на единичной сфере (7.55) равны собственным значе­
ниям Лk оператора А. Эти стационарные значения достигаются,  
в частности , на единичных собственных векторах ek оператора А. 

Д о  к а з  а т  е л ь  с т  в о .  Та к как речь идет о стационарных значе­
ниях функции В(х, х) при условии (х, х) = ! ,  т. е. об условном 
экстремуме этой функции ,  то мы  можем воспользоваться методом 
неопределенных множителей Лагранжа (см . «Основы математического 
а нализа » часть I, п. 2 § 5 гл . 1 5) .  Составим для функции В(х, х) , 
используя ее выражение (7.56) в данном базисе {ek } . функцию Лагран­
жа Ф(( 1 . (2 , " . , (п ) . учитывая при этом ,  что уравнение связи имеет 
вид (7.58) . Получим 

Ф 
= t1 

Лk(� - Л (t1 
(� - 1) , (7.59) 

где Л - неопределенный  множитель Ла гранжа .  
Напомним , что если Л в (7.59) выбрано та к, что при условии (7.58) 

выполняются соотношения 
дФ 

= О k 1 2 д�k ' = • ' " . • n ,  (7.60) 

то в точках сферы (7.58) , отвечающих этим значениям Л , функ­
ция В(х, х) (квадратичная форма В (х, х) ) имеет стационарное 
значение .  

Таким образом , вопрос о стационарных значениях В(х, х) на сфе­
ре (х , х) = 1 редуцируется к исследованию системы уравнений относи­
тельно неизвестных Л и координат ( 1 , (2 , . . .  , (п вектора х. Отметим, 
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что при этом � 1 . 6 . . . . , �n будут координатами  того вектора х, на 
котором В(х,  х) будет иметь стационарное значение . 

Так как 

то и нтересующая нас система (7.58) , (7.60) примет вид 
n 

L �� = l ,  (Лk - Л )�k = О, k = l , 2, . . .  , n . (7.6 1 ) 
k= \  

Пусть система (7.6 1 )  имеет решение 

Умножая каждое из соотношений ( Лk - Л)[k = О на [k . суммируя n 
затем полученные соотношения и учитывая ,  что L [� = 1 ,  получ им ,  

k= \  
согласно (7.56) , следующее значение для i 

n 
Л = L: лkй = в(х, х) .  

k= \ 

Таким образом , если Л и х = ([1 . [2 ,  . .  " fn ) - решение систе­
мы (7 .6 1 ) , то Л равно значению квадратичной формы В(х, х) на 
векторе х = ([1 . [2 ,  . . . , fn ) . на котором эта форма имеет стацио­
нарное значение. 

Легко видеть , что решениями системы (7.6 1 ) служат следующие 
значения неизвестных Л и �; :  

Л = Лk ; � 1 = 0, . . . . �k- 1 = 0, �k = l ,  �н 1 = 0, . . . . �n = 0, 

k = 1 ,  2, . . . ' п . 

Очевидно, эти решения являются собственными значениями Лk 
и коорди натами  соответствующих собственных векторов ek . Теорема 
доказана .  

3 а м е ч  а н  и е .  Мы тол ько что выяснили ,  что собственные 
значения Лk являются ста ционарными значениями квадратичной 
формы В(х, х) на сфере (х, х) = 1 .  

Оказывается , числа Л 1 и Лn (при условии (7.57) ) являются соот­
ветственно наибольшим и наименьшим значениями В(х, х) на сфе­
ре (х, х) = 1 (то, что эти значения достигаются , установлено выше) .  

Чтобы убедиться в справедливости замечания ,  достаточно заменить 
в ( 7.56) все Лk сначала на Лn .  а затем на Л 1 и воспользоваться 
соотношениями (7. 57) и (7 .58) . 

Очевидно, получим  неравенства Лn � В (х, х) � л , . 
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§ 7 .  Гиперповерхности второго порядка 
В этом параграфе мы познакомимся с понятием и основными ти­

пами гиперповерхностей второго порядка . Кроме того , будут указаны 
способы исследования таких поверхностей .  

1 .  Понятие гиперповерхности второго порядка. Пусть V -
n-мерное вещественное евклидово пространство. 

Ради геометрической наглядности будем называть векторы х этого 
пространства точками . 

Гиперповерхностью S второго порядка будем называть геомет­
рическое место точек х, удовлетворяющих уравнению вида 

А(х, х) + 2В (х) + с = О, (7.62) 

где А(х, х) - не равная тождественно нулю квадратичная форма, 
В (х) - линейная форма ,  а с - вещественное число. 

Уравнение (7.62) будем называть общим уравнением гиперповерх­
ности второго порядка . 

Выделим в пространстве V какой-либо ортонормированный ба­
зис {ek } · Координаты вектора х (точки х) в этом базисе обозначим  
через (х 1 , х2 ,  . " , xn ) · Тогда (см .  п .  2 § 1 этой главы) квадратичная 
форма А(х, х) может быть представлена в виде 

где 

n 
А (х, х) = L ajkXj Xk , 

j . k= I  
(7.63) 

(7.64) 

и A (ej . ek ) - значение на векторах ej и ek симметричной билинейной 
формы А(х, у) , полярной квадратичной форме А(х, х) . 

Линейная форма В(х) в указа нном базисе {ek } представляется 
в виде 1 ) n 

В(х) = I; bkxk · (7.65) 
k= I  

Таким образом , общее уравнение гиперповерхности второго по­
рядка в евклидовом пространстве V с выделенным базисом {ek} 
может быть представлено в следующей форме: 

n n 
L ajkXj Xk + 2 L bkxk + с = О. 

j , k= I  k= I  
Договоримся о следующей терминологии .  

(7.66) 

1 ) Согласно лемме п . 1 § 4 гл . 5 линейная форма В (х) может быть представ­
лена в виде В (х) = (х, Ь) , где Ь - постоянный вектор . Обозначая Ь 1 , Ь2" . .  
. . . , Ьn координаты вектора Ь и учитывая ортонормированность базиса {ek } .  
мы получим представление В(х) в виде (7.65) . 
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n 
Слагаемое А (х, х) = L ajkXj Xk будем называть группой cmap­

j .  k= I  

ших членов уравнения  (7.62) или (7.66) . 
n 

Группу сла гаемых В (х) + с = L bkxk  + с  будем называть линей­
k= I 

ной частью уравнения  (7.62) или (7.66) . 
Мы будем рассматри вать в дальнейшем матрицы 

А = (�-1 � . . ' .· : . . � '.n·) an l  . . . ann и 
в = (�-' � . .

.. " . .  - � �� . .  � '-) an 1 . . . ann Ьn Ь 1 " . Ьп с 

и определители det А и det В этих матриц .  

(7.67) 

Исследование гиперповерхностей второго порядка мы будем прово­
дить с помощью метода , сходного с методом ,  применяемым в анали­
тической геометрии  при исследовании  кривых и поверхностей второго 
порядка ,  заданных общими  уравнениям и .  

Идея этого метода заключается в том , что путем выбора специаль­
ной декартовой системы координат на плоскости (для кривых второго 
порядка) или в пространстве (для поверхностей второго порядка) до­
стигается максимальное упрощение уравнения кривой или поверхно­
сти . Затем путем исследования  этого уравнения выясняются геомет­
рические свойства кривой или поверхности . Кроме того , перечисление 
всех возможных типов простейших (канонических) уравнений кривых 
или поверхностей второго порядка позволяет дать их  классификацию. 

Чтобы испол ьзовать этот метод в многомерном случае , мы снача­
ла должны изучить такие преобразования  (отображения) n-мерного 
евклидова пространства , которые представляют собой аналоги преоб­
разований  декартовых прямоугольных координат в случае двух и трех 
измерений .  

Такими  преобразова ниями  в n- мерном случае будут параллельные 
переносы и такие преобразования  базисов, при которых ортонорми­
рованный  базис переходит в новый ортонормированый базис . Точные 
определени я  этих преобразований  будут даны в следующем пункте. 

Очевидно, ги перповерхность второго порядка ,  рассматриваемая как 
геометрический объект пространства V ,  не изменяется ,  если произво­
дится преобразование указанного выше вида . Ниже мы убедимся ,  что 
для каждого уравнения  вида (7.62) (или (7.66) ) можно выбрать такое 
начало координат и выбрать такой ортонормированный базис в V, что 
это уравнение ,  записанное в координатах относительно нового базиса , 
будет максимально простого вида , и поэтому, как и в случае двух 
и трех измерени й , можно будет указать геометрические характеристи ­
ки  таких поверхностей и дать им  классификацию. 

2.  Параллельные переносы в евклидовом пространстве. Пре­
образования ортонормированных базисов в ортонормированные. 
Параллельным переносом в евклидовом пространстве мы будем назы -
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вать преобразование ,  задаваемое формулам и  

х = х' 
+ � . (7.68) 

где � - фиксированная точ ка ,  называемая новым началом координат. 

Пусть точки х, х' и � имеют координаты, соответственно равные 

(х 1 ,  х2" . " Хп ) ,  (х� , х;" . " х� ) И (� 1 .  �2 " . " �n ) ·  
Тогда в координатах параллельный перенос определяется форму-

лам и 
Xk = x� + �k . k = l , 2 ,  . . . , n . (7.69) 

Отметим ,  что при параллельном переносе любой фиксированный 
базис не  изменяется . 

Перейдем теперь к выяснению характеристики преобразования  ор­
тонормированного базиса в ортонормированный .  

Допустим ,  что ортонормированный  базис { ek } преобразуется в но­
вый ортонормированный  базис { е� } . Разложим каждый вектор е� по 
векторам {ek } · Получ им 

е�  = р 1 1 е 1  + Р2 1 е2 + · · · + Pn l en .  

(7. 70) 

е� = Р 1 пе 1  + Р2пе2 + . . . + Рппеп .  
Обозначим буквой Р матрицу преобразования  (7. 70) : (р 1 1 Р2 1 · · ·  Pn l ) 

р = :.1 � . . ��2 . . . · " : 
.
. ��2. . 

P l n  Р2п · · · Pnn 
(7. 7 1 ) 

Так как базисы {ek } и {е� } ортонормированные ,  то из (7. 70) путем 
скалярного умножения ej на е� получим 

( , , ) .;-., б { 1 при j = k ,  
ej , ek = 

,;;:
, PmjPmk = j k  = О при j -=f. k .  (7. 72) 

Рассмотрим теперь транспонирован ную матрицу Р', т. е . матрицу, 
полученную из Р перестановкой строк и столбцов. 

Очевидно, согласно (7. 72 ) ,  

Р Р' = Р' Р = / ,  (7.73) 
где / - единичная матрица .  

Равенства (7. 73) показывают, что матрица Р' я вляется обратной 
для матрицы Р, т. е .  

р- 1 = Р' . (7. 74) 
Допустим теперь, что мы рассматриваем преобразование ортонор­

мированного базиса { ek } по формулам (7. 70) , причем матрица Р этого 
преобразования удовлетворяет условию (7.73) ( или ,  что то же , (7.74) ) . 
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Тогда , очевидно, элементы Pjk матрицы Р удовлетворяют усло­
вию (7. 72) , что, согласно этим же соотношениям (7. 72) , эквивалентно 
условию ортонормированности базиса { е� } .  

Напомним ,  что в § 9 гл . 5 матрицу Р, удовлетворяющую усло­
вию (7. 73 ) ,  мы назвали ортогональной . 

Итак ,  для того чтобы преобразование (7. 70) было преобразовани­
ем ортонормированного базиса в ортонормированный ,  необходимо 
и достаточно, чтобы матрица Р этого преобразования была орто­
гональной . 

3 а м е ч а н  и е .  Обращаясь к формулам (5 . 1 4) преобразования 
координат вектора при преобразова нии  базиса (см . п .  1 § 2  гл . 5) 
и учитывая ,  что обратная матрица для ортогональной матрицы Р 
есть матрица Р', получим следующие формулы преобразования 
координат точки х при переходе от ортонормированого базиса 
к ортонормированному:  

X J = PI 1 Х� + Р 1 2Х� + · · · + P l nX� , 

(7. 75) 

3. Преобразование общего уравнения гиперповерхности второ­
го порядка при параллельном переносе. Рассмотрим параллельный 
перенос, который опреде.пяется как преобразован ие пространства V по 
формуле (7.68) (или в координатах по формуле (7.69) ) .  

Левая часть ( 7. 62) после подста новки вместо х его выражения по 
формуле (7.68) в силу линейности квадратичной формы по первому 
и второму аргументу 1 ) и свойств линейной формы примет следую­
щий вид: 

А (х' , х' ) + 2 [А (х' ,  х) + В(х' ) ] + [А (х, х) + 2В (х) + с] = О. 
Итак ,  общее уравнение (7.62) ги перповерхности S при параллель­

ном переносе (7.68) за п ишется в форме 

А (х' , х' )  + 2В' (х' )  + с' = О, (7. 76) 

где линейная форма В' (х' ) и постоянное число с' определяются соот­
ношениями  

В' (х' ) = А (х' , х) + В (х' ) ,  

с' = А (х, х) + 2В (х) + с. 
Запишем полученные формулы в координатах. 

(7 .77) 

(7 .78) 

1 ) Квадратичная форма А (х, х) связана с симметричной билинейной фор­
мой А (х, у ) ,  полярной к форме А (х, х) . Бил инейная форма А (х, у) линейна 
по аргументам х и у. Фи гурирующее в дал ьнейшем тексте выражение А (х' , х) 
представляет собой значение формы А (х, у) на векторах х' и х. 
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Пусть координаты точек х' и � равны соответственно х! , х� , . . .  
1 0 0  о т  { }  . . .  , х п и х 1 , х2  . . .  , Хп · ак  как при параллельном переносе базис ek 

не меняется ,  то квадратичная форма А (х' , х' ) за п ишется следующим 
образом : п 

А (х' , х' )  = L ajkxjx� 
j , k= l  

(7. 79) 

(отметим ,  что коэффициенты ajk = A(ej , ek ) не меняются , так как не 
меняются базисные векторы ek ) .  

Следовательно, мы можем сделать важный вывод :  при параллель­
ном переносе группа старших членов сохраняет свой вид. 

Займемся теперь формулами  (7 .77) и (7. 78) . Так как 

п 
А(х' ,  �) = t (t aj k�j) x� .  В (х' ) = L bkx� . 

k= l  j= I  k= I  
п п 

А(�. �) = L (J,j k�j�k · В (�) = L bk�k . 
j . k= I  k= l  

то формула (7. 77) примет вид 

В' (х' ) = f Ь�х� = f [ f ajk�j + ьk] х� , 
k= I  k= I  j= I  

а формула (7. 78) запишется следующим образом : 

п п 
с' = 2.:: ajk�j �k  + 2 2.:: ьk�k + с . 

j , k= I  k= l  

(7.80) 

(7.8 1 )  

Таким образом , уравнение (7. 76) в координатах будет иметь следу-
ющий вид: n п 

L ajkxj x� + 2 L Ь�х� + с' = О. 
j . k= l  k= l  

(7.82) 

Нам понадобится несколько иное , чем (7 .8 1 ) ,  выражение для с'. 
Запишем (7.8 1 )  в следующей форме : 

с' = f [ f ajk�j + ьk] �k + f bk �k + с. 
k= l  j= l  k= l  

(7.83) 

Учитывая , что коэффициенты Ь� выражаются , как это следует из 
(7.80) , по формулам n 

ь� = 2.:: ajk�j + ьk (7. 84) 
j= I  

м ы  получим из (7.83) нужное нам выражение для с' : 
п 

с' = 2.:: (Ь� + bk )�k + c. (7.85) 
k= I  
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4. Преобразование общего уравнения гиперповерхности второ­
го порядка при переходе от ортонормированного базиса к ортонор­
мированному. Пусть ортонормированный  базис { ek } преобразуется 
в новый ортонормированный  базис { е� } по формулам (7. 70) и Р - ор­
тогональная матрица этого преобразования  (см . (7. 7 1 ) ) .  Тогда , согласно 
замечанию в п . 2 этого пара графа , координаты Xk и х� точки в бази­
сах {ek } и {е� } связаны  соотношениями (7. 75) . Подставляя выражение 
для xk  из (7. 75) в левую часть уравнения (7 .66) и учитывая ,  что 
вследствие однородности соотношений  (7. 75) группа старших  членов 
и линейная часть уравнения  (7. 66) преобразуются автономно ,  получим  
следующее выражение для общего уравнения гиперповерхности вто­
рого порядка в координата х  х� точек в преобразован ном базисе{е� } :  

n n 
� , , , 2 � Ь' ' + ' О L..J ajk xj xk + L..J kxk с = . 

j , k= I  k= I  
(7.86) 

Согласно отмечен ной выше автономности преобразования группы 
старших членов , справедливы равенства 

n n 

L Ь�х� = L bkxk , с' = с . (7.87) 
k= I  k= I  

Обращаясь к первой и з  формул (7.87) , мы  видим ,  что для опреде­
ления  коэффициентов aj k можно воспользоваться правилом преобра­
зования  коэффициентов квадратичной формы при переходе к новому 
базису. Именно ,  если обозначим  буквой А' матрицу квадратичной 
формы А(х, х) в базисе {е� } . то , согласно теореме 7. 2 и соотноше­
н ию  Р' = p- I . получим следующую связь между матрицами А и А' 
формы А(х, х) в базисах {ek } и {е� } : 

А ' = р- 1 АР  (7.88) 

(напомним ,  что Р - матрица ортогонального преобразования ) .  
Будем рассматривать теперь матрицу А' как матрицу некоторого 

л и нейного оператора А в базисе { е� } 1 ) , а матрицу p - I как матрицу 
перехода от базиса {ek } к базису {е� } .  Тогда , согласно теореме 5 . 7 
(см . п .  2 § 2 гл . 5) , матрицу А можно рассматривать как матрицу этого 
л и нейного оператора А в базисе { ek } .  

Иными  словами ,  матрица квадратичной формы при преобразова­
нии ортонормированного базиса в ортон.ормирован.ный изменяется 
как матрица некоторого линейного оператора. 

Этот вывод мы  используем в следующем пункте. 
3 а м е ч  а н  и е .  Отметим ,  что оператор А, матрица которого в ор­

тонормирован ном базисе совпадает с матрицей квадратичной фор­
мы А (х, х) , самосопряженный.  

1 ) Согласно теореме 5 .5  (см . п . 1 § 2 гл .  5) любая квадратная матрица из п 
строк и п столбцов может рассматриваться как матрица некоторого линейного 
оператора , действующего в п-мерном пространстве . 
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Для доказательства проведем следующие рассуждения .  
Пусть А(х, х)  - квадратичная форма и А(х, у) - симметричная 

билинейная форма ,  полярная форме А(х, х) . Согласно теореме 7.8 
билинейная форма А(х, у) может быть представлена в виде 

А (х, у) = (Ах, у) , 

где А - самосопряженный оператор . 
Поэтому квадратичная форма А(х, х) может быть представлена 

в виде 
А(х, х) = (Ах, х) . 

Докажем , что в ортонормированном базисе { ek } матрицы операто­
ра А и квадратичной формы совпадают. Этим будет доказано утвер­
ждение замечания .  

Пусть ajk - элементы матрицы формы А(х,  х) и ajk  - элементы 
матрицы оператора А в базисе {ek } ·  Согласно п. 2 § 1 этой главы aj k  = 
= A (ej . ek ) .  а элементы aj k · согласно п .  1 § 2  гл . 5, формуле (5 . 1 3) ,  

n 
могут быть найдены из равенств Aej = L ajpep . 

p= I  
Умножим обе части последнего соотношения скалярно н а  ek . Тогда , 

учитывая ортонормированность базиса {еk } . получим  (Aej . ek ) = ajk · 
Так как A (ej . ek ) = (Aej . ek ) .  то ajk = ajk · Утверждение замечания 
доказано . 

5. Инварианты общего уравнения гиперповерхности второго 
порядка. Назовем инвариантом общего уравнения (7.62) (или (7.66)) 
гиперповерхности второго порядка относительно параллельных пе­
реносов и преобразований  ортогональных базисов в ортогональные 
такую функцию / (а 1 1 .  а 1 2 • . . . , ann • Ь 1 , Ь2 • . . .  , Ьn , с) коэффициентов 
этого уравнения ,  значение которой не меняется при указанных преоб· 
разованиях пространства . 

Докажем следующее утверждение .  
Теорема 7 . 1 1 . Инвариантами общего уравнения (7.62) (или 

(7.66) ) гиперповерхности второго порядка являются коэффициенты 
характеристического многочлена матрицы А квадратичной 
формы А(х, х) и определитель det В матрицы В в соотно­
шении (7.67) . В частности ,  инвариантами являются det А 
и след а 1 1 + az2 + . . . + ann матрицы А . 

Д о  к а з  а т  е л ь с т  в о .  Очевидно , и н вариантность перечисленных 
в условии теоремы величин достаточно доказать отдельно для 
параллельного переноса и преобразования  ортонормированного базиса 
в ортонормированный .  

Рассмотрим сначала параллельный перенос. В п .  3 этого параграфа 
мы установили ,  что при этом преобразовании  группа старших членов 
сохраняет свой вид (см . формулу (7. 79) ) .  Поэтому не меняется матри­
ца А, а следовательно, и характеристический многочлен этой матрицы .  

Докажем инвариантность det В .  
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При параллельном переносе (7.68) (или (7.69) ) матрица преобразу­
ется в матрицу В', определ итель которой ,  согласно (7.82) , имеет вид 

det В' = an 1  . . . ann ь� ' 
ЬI ь� с' 

где величины  Ь� и с' определяются по формулам (7.84) и (7.85) . 

(7.89) 

Вычтем из элементов последней ( п + 1 ) - й  строки определите-

ля (7.89) элементы первой строки ,  умноженные на � 1 • затем элементы 

второй строки ,  умноженные на !{2 и т. д. , и ,  наконец , элементы п-й 

строки ,  умноженные на �n - Так как при таких преобразованиях опреде­
литель не меняется , то, используя (7.84) и (7.85) , получим соотношение 

а 1 1  . . .  a i n  Ь! 
det В' = а" 1 ь� 

Ь' n (Ё bk �k + с) 
(7.90) 

Вычтем теперь из элементов последнего ( п + 1 ) - го столбца опреде­

лителя (7.90) элементы первого столбца , умноженные на � 1 • затем э.пе-
о 

менты второго столбца ,  ум ноженные на х 2 ,  и т. д . ,  и ,  наконец, элемен-

ты п-го столбца , умноженные на �n · Та к как при таких преобразова­
ниях  опр�делитель не меняется , то , используя соотношение ajk = akj · 
вытекающее из симметричности формы А(х, у ) ,  и формулу (7.84) ,  мы  
получим  в результате det В .  Итак ,  равенство det В' = det В доказано. 
Следовательно, det В инвариа нтен относительно параллельных пере­
носов .  

Рассмотрим теперь преобразование ортонормированного базиса 
в ортонормированный . 

Во-первых ,  убедимся ,  что коэффициенты характеристического мно­
гочлена матрицы А квадратичной формы являются инвариантами рас­
сматриваемого преобразования .  

В предыдущем пункте мы  установили ,  что при  переходе к новому 
ортонормирован ному базису матрица А изменяется как матрица неко­
торого линейного оператора . Но в та ком случае, как следует из заме­
чания  1 п. 3 § 2 гл . 5 ,  коэффи циенты характеристического многочлена 
этой матрицы не меняются при переходе к другому базису. 

В частности ,  определите.л ь  det А и след а 1 1 + а22 + . . . + ann матри­
цы А,  как коэффициенты характеристического многочлена ,  являются 
и н вариантами . 

Нам остается доказать инвариантность определителя det В при 
преобразован и и  ортонормирова нного базиса в ортонормированный .  

Приступим к этому доказательству. 
Применим  следующий прием .  Введем обозначения bk = ak , n+ 1 . 

k = 1 ,  2 ,  . . .  , п ,  с = an+ 1 . n+ 1 . Тогда уравнение (7.66) ги перповерхности 
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можно записать следующим образом : 

n+ I 

где Xn+ I  = ! . 

L ajkXj Xk = О, 
j , k= I 
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( 7.9 1 ) 

Рассмотрим преобразование переменных х 1 , х2 , " . , Xn , Xn+ l в пе­
ременные х; ,  х� . " . , х� .  x�+ I · при котором первые n переменных пре­
образуются по формулам (7. 75) , а переменная Xn+ l преобразуется по 
формуле Xn+ l = х�+ 1 · 

Ясно , что это преобразование переменных можно рассматривать 
как преобразование координат при преобразовании  ортонормированно­
го базиса е 1 , е2 , ·,:,· , en ,  en+ I (n + ! ) -мерного евклидова пространства , 

причем матрица Р этого преобразования имеет вид 

р 
= 
( :.1 � . .  "" .

. .  
�� � 

. .  
� ) 

. P l n  . "  Pnn О 
о " .  о 1 

( 7.92) 

Легко видеть, что матрица Р удовлетворяет условию Р' = p- l и по­
этому является ортогональной . Но тогда , согласно п . 2 этого параграфа , 
ортонормированный базис е 1 ' е2 , . . . ' еп .  en+ l преобразуется с помо­

щью матрицы Р в ортонормированный  базис. Выше было выяснено , 
что при таком преобразовании  матрицы В квадратичной формы опре­
делитель det В этой матрицы представляет собой инвариант. Теорема 
доказана .  

3 а м е ч  а н  и е .  Из рассуждений в доказательстве теоремы следует, 
что инвариантами  общего уравнения гиперповерхности второго поряд­
ка будут также величины rang А и rang В .  

6 .  Центр гиперповерхности второго порядка.  Попытаемся найти 
такой параллельный перенос , при котором общее уравнение (7. 76) не 
содержало бы сла гаемого 2В' (х' ) (или ,  если обратиться к уравне-n 
нию (7.82 ) ,  то слагаемых 2 L Ь�х� ) . 

k= l  
Иными словами ,  будем искать параллельный перенос (т. е .  коор-

динаты � 1 , �2 , " . , �n точки �) . при котором обратятся в нуль  все 
коэффициенты Ь� . Обращаясь к формулам (7.84) , найдем , что искомые 

о о о о u 
координаты х 1 , х2 , " . , Хп точки х представляют собои решение сле-
дующей системы линейных уравнений : 

п 
:L ajk�j + bk = O, k =  1 , 2 ,  " . , n . (7.93) 
j= l 

Уравнения (7.93) называются уравнениями центра гиперповерхно­
сти второго порядка , а точка � с координатами  (� 1 . �2 . . . .  , �п ) , где 

(� 1 . �2 . " . , �п ) - решение системы (7.93) , называется центром этой 
поверхности .  
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Поясним наименован ие «центр» гиперповерхности .  Пусть начало 

координат помещено в центр �. т. е .  произведен искомый параллельный 
перенос . Тогда ура внение поверхности S примет вид 

п 
""" 1 1  1 о 
L.J aj kXj Xk + С  = . 

j , k= I 
(7.94) 

Пусть точка х с координатами  х ) , х; , . . .  , х� расположена на S. Это 
означает, что ее координаты удовлетворяют уравнению (7.94 ) .  Очевид­
но , точка - х  с координатами  - x l , - х; , . . .  , - х� , симметричная точке х 

относительно точки �. также расположена на S,  ибо ее координаты 
тоже удовлетворяют уравнен ию (7.94) . 

Таким образом ,  если у ги перповерхности S есть центр, то относи­
тельно центра точки S располагаются симметрично парами. 

3 а м е ч  а н  и е 1 .  Если гиперповерхность S второго порядка имеет 
центр ,  то инварианты det А, det В и свободный член с1 в уравне­
н и и  (7.94) связаны  соотношением 

det. В = с1 det А. 

Действительно , для уравнения (7.94) получим 

det В = 
а 1 1  . . . a 1 n  О 

an 1  . . . ann о 
О О с1 

Из последней формулы и вытекает (7.95) . 

(7.95) 

Наличие центра у ги перповерхности второго порядка связано с раз­
решимостью уравнений  центра (7.93) . 

Если уравнения центра имеют единственное решение, то гипер­
поверхность S будем называть центральной. 

Так как определитель системы (7.93) равен det А, а необходимым 
и достаточным  условием существования единственного решения этой 
системы я вляется отличие от нуля ее определителя ,  то мы можем 
сделать следующий вывод :  для того чтобы гиперповерхность S была 
центральной , необходимо и достаточно, чтобы det А -1- О. 

3 а м е ч  а н и  е 2 .  Если начало координат перенесено в центр цен ­
тральной гиперповерхности S ,  то уравнение этой гиперповерхности 
будет иметь вид n 

(7.96) 

Действительно ,  после переноса начала в центр уравнение гиперпо­
верхности примет вид (7.94 ) .  Так как для центральной гиперповерхно­
сти det A -j- 0, то из формулы  (7.95) найдем с1 = det B/ det A .  

Подставляя это выражение для с1 в формулу (7.94) , мы  и получим  
уравнение (7. 96) . 

7 . Стандартное упрощение любого уравнения гиперповерхно­
сти второго порядка путем преобразования ортонормированного 
базиса. По теореме 7. 8 существует такой ортонормированный  базис , 
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в котором квадратичная форма А (х, х) записывается в виде суммы 
квадратов . Обозначим  этот базис через {ek } .  а координаты точки х 
в этом базисе обозначим через х� ,  х; ,  . . .  , х� .  Кроме того , буква­
ми  >. , ,  >.2 • . . .  , Лn обозначим  собственные значения самосопряженного 
оператора А, матрица которого в ортонормированном базисе совпадает 
с матрицей квадратичной формы А (х ,  х) (см . замечание в п . 4 этого 
параграфа ) .  

Используя теперь выводы теоремы 7.8 ,  запишем квадратичную фор­
му А(х, х) в координатах (х� ,  х� . . . .  , х� ) точки х в базисе следующим 
образом : п , 2  А (х, х) = L >.kxk . 

k= l 
(7.97) 

Итак ,  перейдем от базиса {ek } к базису {е� } . Так  как формулы 
преобразования  координат точек при  таком преобразовании линейны 
и однородны (см . замечание п .  2 этого параграфа , формулы (7.75) ) ,  то 
группа старших членов и линейная часть уравнения  гиперповерхно­
сти S преобразуются автономно .  На основании  этого и в силу (7.97) 
уравнение гиперповерхности S в базисе { е� } будет иметь следующий 
вид 1 ) : n n 

L >.kx� 
2 + 2 L Ь�х� + с =  О. (7.98) 

k= l  k= l 

Приведение любого уравнения гиперповерхности S второго порядка 
к виду (7.98) будем называть стандартным упрощением этого урав­
нения (путем преобразования ортонормированного базиса) .  

8 .  Упрощение уравнения центральной гиперповерхности вто­
рого порядка. Классификация центральных гиперповерхностей.  
Выводы, сделанные в предыдущих двух пунктах ,  позволяют решить 
вопрос о классификации всех центральных гиперповерхностей второго 
порядка . Решение этого вопроса мы проведем по следующей схеме. 
Во-первых, путем переноса начала координат в центр гиперповерх­
ности (7.66) мы приведем ее уравнение к виду (7.96) . После этого 
произведем стандартное упрощение уравнения  (7.96) . В результате, 
очевидно, мы получим ,  согласно (7. 98) , следующее уравнение цен­
тральной поверхности второго порядка : 

, "2 , "2 , " 2  det В 
О л 1 Х 1 + л2Х2 + . . .  + лnXn + det A = , (7.99) 

в котором >.k - собственные числа матрицы А квадратичной фор­
мы А (х, х) в уравнении (7.62) , а х� - координаты точки х в оконча­
тельном ортонормированном базисе { е� } .  

Отметим ,  во-первых, что все собственные числа >.k , k = l ,  2 ,  " . 
. . " п ,  отличны от нуля . 

1 ) Напомним ,  что при переходе от ортонормированного базиса к ортонорми­
рованному свободный член с в уравнении  поверхности S не меняется (см. тре­
тью из формул (7.87) ) .  
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Действительно ,  подсчитывая det А для уравнения  (7.99) , получим  
det А = Л 1 Л2 . . .  Лn , а та к как д.л я центральной поверхности det А -1- О ,  
то очевидно, что  все  Лk -1- О. 

Договоримся далее все положительные собственные числа матри­
цы А нумеровать первыми  индексами ,  а отрицательные - последую­
щими .  Таким образом , найдется та кой номер р, что 

Л 1  > О, Л2 > О, . . .  , Лр > О, Лр+ I < О, Лр+2 < О, . . .  , Лn < О . 

Введем теперь следующие обозначения :  det В 
если sgn det А -=!- О, то положим  

l det A \ лk = � det В ak 
при k = 1 ,  2 ,  . . .  , р , 

l det A 1 ' k _ _ ...!_ 
л - 2 при k = р + 1 ,  . . .  , n ;  det В a k 

det В 
если sgn det А = О, то положим  

1 
лk = --,, при k = 1 , 2 , . . . .  р, 

а:;;, 
1 

лk = - 2 при k = р + 1 . . " .  n .  
a k 

(7. 1 00) 

(7. 1 0 1 )  

Тогда , очевидно, уравнение (7.99) может быть переписано следую­
щим образом (при этом мы заменим обозначение координат х% на xk ) :  

2 2 2 2 2 
х , Х2 Хр X p+ I X n det в - о 2 + 2 + · · · + 2 - -2- - · · · - 2 + sgп dA - · 
а 1  а2 ар ap+ I an et (7. 1 02) 

Уравнение (7. 1 02) называется каноническим уравнением централь­
ной гиперповерхности второго порядка . 

Величины  ak , k = 1 ,  2 ,  . . . , п ,  называются полуосями центральной 
гиперповерхности второго порядка . Они могут быть вычислены по 
формулам (7. 1 00) и (7. 1 0 1 ) . 

С помощью канонического уравнения (7. 1 02) дадим следующую 
классификацию центральных гиперповерхностей .  det В 1 °. р = п ,  sgп -A = - 1 .  В этом случае гиперповерхность S назы­dеt 
вается (п - 1 ) -мерным эллипсоидом. 

Канонические уравнение та кого эллипсоида обычно записывают 
в виде 2 2 X t Xn J 2 +  . . .  + 2 = . 

а ,  an 
(7. 1 03) 

Если а 1  = а2 = . . .  = an = R, то (п - 1 ) -мерный  эллипсоид пред­
ставляет собой сферу радиуса R в п-мерном пространстве. 
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det B 3 а м е ч  а н  и е 1 .  В случае р = О, sgn det А = 1 мы  также получаем 

( п - 1 ) -мерный  эллипсоид. Очевидно, в этом случае уравнение (7. 1 02) 
может быть записано в виде (7. 1 03 ) .  det В " 2°. р = п ,  sgn det А = 1 .  Гиперповерхность я вляется мнимои и на-

зывается мнимым эллипсоидом. det B 3 а м е ч  а н  и е 2 .  Очевидно . в случае р = О, sgn -d А = - 1  мы  
" � 

также получаем мнимыи  эллипсоид. det В 3°. О < р < п ,  sgn det А #- О. Центральные гиперповерхности назы-

ваются в этом случае гиперболоидами. 
Геометрические характеристики гиперболоида зависят от соотноше­dеt В 

ния чисел р и п и значения sgn -А . ' det В 
det 

4°. sgn det А = О. Центральные гиперповерхности называются 

в этом случае вырожденными. Среди вырожденных гиперповерхностей 
отметим так называемый вырожденный эллипсоид, отвечающий 
значениям р = О и р = п .  

9. Упрощение уравнения нецентральной гиперповерхности вто­
рого порядка. Классификация нецентральных гиперповерхностей. 
Пусть гиперповерхность S,  заданная уравнением (7.62) , не я вляется 
центральной ,  т. е. 

det A = О . (7. 1 04) 

Произведем стандартное упрощение уравнения  (7.62) .  В резуль­
тате это уравнение примет вид (7.98) . Подсчитаем det А . исполь­
зуя (7 .98) (это возможно, так как det А - инвариант) . Получим , 
учитывая (7. 1 04) ,  

det A = Л 1 Л2 . . .  Лn = О . 
Таким образом , по крайней мере одно собственное значение Лk 

матрицы А равно нулю.  Подчеркнем , что не все собственные значения 
равны нулю, ибо иначе квадратичная форма А (х,  х) была бы тожде­
ственно равной нулю,  мы же предпола гаем (см . п. 1 § 1 этой главы) , 
что эта форма ненулевая .  

Оставим в выражении (7.98) лишь те  слагаемые в первой сумме , 
которые отвечают ненулевым собственным значениям ,  а затем про­
изведем такую перенумерацию базисных векторов, чтобы первым р 
базисным векторам е; , . . . , е� отвечали все ненулевые собственные 
значения Л 1 , Л2" . "  Лр (отметим ,  что р = rang А) .  Очевидно , после 
этого уравнение (7.98) может быть переписано следующим образом :  

Р Р n 
L Лkх� 2 + 2 L Ь�х� + 2 L Ь�х� + с = О 
k= I k = I  k=p+ I 

(7. 1 05) 

(здесь О < р < n ,  Л 1 #- О . . . . .  Лр #- О; кроме того, мы специально 
выделили первые р слагаемых второй суммы в уравнении  (7.98) ) .  

Проведем теперь следующие преобразования .  
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1 °. Для каждого номера k ,  1 � k � р, объединим  слагаемые с этим 
номером из первой и второй суммы  в (7. 1 05) и затем проделаем следу­
ющие преобразования  (при этом мы учитываем , что Лk -::j:. О) : 

Очевидно , после этих преобразований  (7. 1 05) запишется следую­
щим образом : 

t Лk (х� + �: )
2 

+ 2 :t Ь�х� + с' = О, 
k= I k=p+ I  

где постоян ная  с' определяется ра венством 

, Р ь� 2 
с = с - 2.:: - . 

k= I  
Л k 

Осуществим теперь nара.л.ле.льный перенос по форму.лам 

(7. 1 06) 

(7. 1 07) 

11 , ь� 
k 1 2 11 ' k 1 xk  = xk  + Л k , = ' . . . .  , р; xk = xk , = Р + . . . .  ' п . 

В результате уравнение (7. 1 06) перейдет в уравнение 

р 112 n 1 11 1 L Лkxk  + 2 L bkxk + c = 0, 
k= I k=p+ I 

причем с' определяется по формуле (7. 1 07) . 

(7. 1 08) 

2� Будем искать теперь та кое преобразование ортонормированно-
го базиса { е� } , при котором первые р базисных векторов е� , . . . , ef 
не меняются , за счет же изменения базисных векторов e�+ I  • . . .  , en п 
попытаемся преобразовать сла гаемое 2 L Ь�х% к виду 2µх�' . где 

k=p+ I 
х�' - п-я координата в новом базисе . Отметим ,  что при такого вида 
преобразованиях  свободный член с' не меняется . 

Заметим ,  во-первых. что ее.ли все коэффициенты Ь� в (7. 1 08) 
равны нулю ,  то цель  преобразования п. 2° достигнута - с.лагае-n 
мое 2 L Ь�х% имеет вид 2µх�' . где µ = О. 

k=p+ I 
Итак ,  будем считать ,  что по кра й ней мере оди н  из коэффициен-

" 
тов Ь� в сумме L Ь�х% отличен от ну.л я .  Тогда мы можем рассмат-

k=р+ I 
ривать эту сумму как некоторую линейную форму В" (х) , заданную 
в подпространстве V", которое представляет собой .линейную оболочку 
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векторов е�+ 1 , " " е� . Согласно лемме п . 1 § 4  гл . 5  эта форма в ука­
занном подпространстве может быть представлена в виде В" (х) = 
= (h, х) , где h - некоторый вектор подпространства V". Если мы  
теперь в подпространстве V "  направим единичный вектор е� по  век-

h h " " " б тору , так что = µen , а векторы ep+ t • . . .  , en- t вы ерем так, 
б " " " б б V" что ы система ек+ 1 ' . . .  ' en- 1 ' en ыла азисом в ' то , очевидно, 

в этом базисе В ' (х) = (h, х) = µ(е� .  х) = µх�' . поскольку (е� , х) = 
= х�' · Таким образом, выбирая в V" базис описанным выше способом, n 
мы преобразуем :Е Ь�х� к виду µх�' . 

k=p+ I 
Итак, можно указать такое преобразование базиса е( , . . .  , е� в ор­

тонормированный базис е(' , . . .  , е� (при этом преобразовании векто­
ры е( , . . .  , е� остаются неизменными} , что уравнение (7. 1 08) примет 
следующий вид (при этом мы заменим обозначение координат х'/.' 
на xk ) : р 

L Лkх� + 2µxn + с' = О. (7. 1 09) 
k= I  

Отметим ,  что в уравнении (7. 1 09) не исключается случай µ = О. 
Уравнение (7. 1 09) называется каноническим уравнением нецен­

тральной гиперповерхности второго порядка. 
С помощью канонического уравнения (7. 1 09) дадим следующую 

классификацию нецентральных гиперповерхностей . Возможны следу­
ющие случаи .  

1 °. µ =f. О, р = rang А = п - 1 . 
В этом случае последние два сла гаемых в уравнении (7. 1 09) запи-

шем в виде 2µxn + с' = 2µ ( Xn + ;�) и сделаем параллельный пере­
нос по направлению оси Xn на величину -с' /2µ. Чтобы не осложнять 
запись, не будем при этом менять обозначение координат. В результате 
каноническое уравнение (7. 1 09) примет вид 

(7. 1 10) 

Гиперповерхности второго порядка, каноническое уравнение кото­
рых имеет вид (7. 1 10) ,  называются параболоидами. 

2°. µ = О, р = rang А < п .  
В этом случае каноническое уравнение (7. 1 09) перепишется так: 

Л 1 хт + . . .  + Лрх� + с' = О. (7. 1 1 1 ) 

Очевидно , в подпространстве, являющемся линейной оболочкой 
векторов е( , . . .  , е� , уравнение (7. 1 1 1 ) представляет собой канониче­
ское уравнение центральной поверхности S' второго порядка . Чтобы 
получить представление о гиперповерхности S во всем пространстве, 
нужно в каждой точке поверхности S' поместить плоскость, парал­
лельную плоскости V" (линейная оболочка векторов e�+ t • . . . , е� ) .  
Геометрическое место таких плоскостей образует поверхность S. 

9 Линейная алгебра 
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Таким образом , поверхность S представляет собой центральный 
цилиндр с направляющей поверхностью S', определяемой уравне­
н ием (7. 1 1 1  ), и образующими плоскостями ,  параллельными плоско­
сти V" .  

3°. µ =f. О, р = rang А < п - 1 .  
Поступая так же, как и в случае 1 °, мы приведем каноническое 

уравнение (7. 1 09) к виду 
(7. 1 1 2) 

Очевидно, что в подпространстве, представляющем собой линейную 
оболочку векторов е� , . . .  , е� • . . .  , е� , уравнение (7. 1 1 2) определяет па­
раболоид S' (см. случай 1 ° ) .  Чтобы получить представление о строен ии 
гиперповерхности S во всем пространстве, нужно в каждой точке S' 
поместить плоскость, параллельную плоскости V" (линейная оболочка 
векторов e�+ t •  . . . , е�_ 1 ) . Геометрическое место таких плоскостей об­
разует поверхность S. 

Таким образом ,  поверхность S представляет собой параболоидаль­
ный цилиндр с направляющей поверхностью S', определяемой урав­
нением (7. 1 1 2) ,  и образующими плоскостями ,  параллельными плоско­
сти V". 



Г л а в а  8 

ТЕНЗОРЫ 

В этой главе рассматриваются важные объекты, называемые тензо­
рами и характеризующиеся в каждом базисе совокупностью координат, 
специальным образом преобразующихся при переходе от одного ба­
зиса к другому. Тензоры широко используются в геометрии ,  физике 
и механике. Понятие тензора возникает при изучении различных ани­
зотропных явлений (например, при изучении распределения скоростей 
распространения света в кристалле в зависимости от направления его 
распространения) . 

§ 1 . Преобразование базисов и координат 

В данном параграфе, носящем вспомогательный характер, мы рас­
смотрим законы преобразования координат в произвольном веществен­
ном евклидовом пространстве En. Возникающие при этом наводящие 
соображения делают более прозрачным понятие тензора , вводимого 
в следующем параграфе. 

1 .  Определители Грама 1 ) . В этом пункте мы укажем способ, 
с помощью которого можно выяснить вопрос о линейной зависимости 
системы векторов е 1 , е2 , • • • , ek в евклидовом пространстве. 

Введем для этого так называемый определитель Грама указанной 
системы векторов. 

Определителем Грама системы векторов е 1 , е2 , . . .  , е1с называется 
следующий определитель: 

(е 1 , е 1 ) (е 1 . е2 ) . . .  (е 1 , ek ) 
(е2 , е 1 ) (е2 . е2 ) . . . (е2 , ek ) 
(ek . е 1 ) (ek . е2 ) " .  (ek , ek ) 

Справедливо утверждение . 

(8. 1 )  

Теорема 8. 1 .  Для того чтобы система векторов е 1 , е2 · · · · , е1с 

евклидова пространства En была линейно зависимой, необходимо 
и достаточно, чтобы определитель Грама (8. l )  этой системы был 
равен нулю. 

1 ) Иорген Грам ( 1 850- 1 9 1 6) - датский математик.  
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Д о  к а з а  т е л  ь с т  в о .  1 )  Н е о б х о д  и м о с т  ь .  Пусть векторы 
е 1 , е2 , . . .  , ek линейно зависимы .  Тогда один  из них, например ek . 
является линейной комбинацией остальных: 

ek = а 1 е 1 + а2е2 + . . .  + ak- l ek- 1 ·  
Умножая написанное соотношение скалярно на ei , i = 1 ,  2 ,  . . .  , k ,  мы 
получим ,  что последняя строка определителя Грама (8 . 1 )  является 
линейной комбинацией первых k - 1 строк. По теореме 1 .  7 этот опре­
делитель равен нулю .  Необходимость условия доказана .  

2) Д о  с т  а т  о ч н о  с т  ь .  Предположим,  что определитель Грама (8 . 1 )  
равен нулю. Тогда его столбцы линейно зависимы, т. е .  существуют 
не все равные нулю числа {31 -, {32 , . . .  , fЗk такие, что для i = 1 ,  2 ,  . . . . k 
выполняются соотношения 

/31 (ei . е 1 )  + /32 (ei . е2) + . . .  + fЗk (ei , ek )  = О. 
Переписывая эти соотношения в виде 

(ei . /3 1 е 1  + /32е2 + . . . + fЗkek ) = О, i = 1 ,  2, . . .  , k ,  

убеждаемся , что  вектор /3 1 е 1 + {32е2 + . . .  + fЗkek ортогонален всем 
векторам е 1 , е2" . " ek . т. е .  ортогонален линейной оболочке L этих 
векторов. Так как этот вектор принадлежит L, то он равен нулю .  
Поскольку не все /Зi равны нулю, то это означает, что векторы е 1 , е2 , . . .  
. . . , ek линейно зависимы .  Теорема доказана . 

С л е д с т в и е. Если векторы е 1 , е2 , . . .  , ek лин.ейн.о независимы, 
то определитель Грама этих векторов отличен. от н.уля . 

Докажем, что в указанном случае определитель Грама поло­
жителен. . Пусть L - линейная оболочка векторов е 1 , е2 , . . . , ek . 
Очевидно, е 1 , е2 , • • •  , ek - базис в L .  Рассмотрим билинейную сим­
метричную форму А (х, у) , представляющую собой скалярное произ­
ведение (х, у) : А (х, у) = (х, у) .  Соответствующая квадратичная фор­
ма А(х, х) = (х, х) будет, очевидно, знакоопределенной , и поэтому, 
согласно теореме 7.6 (критерию Сильвестра } , определитель det (aij ) ее 
матрицы (aij ) в базисе е 1 , е2 , . . .  , ek положителен . Но этот определи­
тель и представляет собой определитель Грама (8 . 1 )  системы е 1 , е2 , . . .  
. . . , ek , ибо aij = (ei , ej ) · 

2.  Взаимные базисы. Ковариантные и контравариантные ко­
ординаты векторов. Пусть е 1 , е2 , . . .  , en - базис в евклидовом про­
странстве вn. Базис е 1 , е2 , . . .  , en называется взаимным для базиса е; , 
i = 1 ,  2 ,  . . .  , n, если выполняются соотношения 

(
. j ) = �� = { l при i = j ,  е" е и, 0 . ..J. • при i ..,.. J .  (8 .2) 

при i ,  j = 1 ,  2 ,  . . .  , n . 
Символ бf называется символом Крон.екера . 
Возникает вопрос о существовании  и единственности взаимного 

базиса .  Ответ на этот вопрос утвердительный :  для любого дан.н.ого 
базиса е 1 , е2 , • • •  , en существует един.ствен.н.ый взаимный базис. 
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Для доказательства поступим следующим образом . Пусть х{ , х� • . . .  
. . . , х� - координаты искомых векторов & в базисе ei : 

j = l ,  2, . . .  , n .  (8.3) 

Умножая скалярно обе части последних равенств на ei , получим, 
используя (8 .2) , 

i , j = l ,  2, . . .  , n .  
(8.4) 

Соотношения (8.4) при фиксированном j можно рассматривать как 
квадратную систему линейных уравнений относительно неизвестных 
координат х{ , х� , . . .  , х� вектора ej в базисе ei . Так как определитель 
системы (8.4) представляет собой определитель Грама базисных векто­
ров е 1 , е2 , . . . , en , он, согласно следствию из теоремы 8. 1 ,  отличен от 
нуля ,  и поэтому система (8.4) имеет единственное решение х{ , х� , . . .  
. . . , х� , которое будет ненулевым, поскольку эта система неоднородная .  
Затем с помощью соотношений (8.3) строятся векторы &, которые, 
очевидно , удовлетворяют соотношениям (8 .2) .  

Мы должны еще убедиться , что векторы е 1 , е2 , • • •  , en образуют 
базис. 

Пусть некоторая линейная комбинация этих векторов равна нулю: 
а 1 е

1 + а2е
2 + . . .  + anen = О . 

Умножая скалярно последнее равенство последовательно на 
е 1 , е2 , . . . , en и используя (8.2) , получим а 1 = О, а2 = О, . . . , an = 
= О. Следовательно, векторы е

1
, е

2
, • • •  , en линейно независимы, т. е. 

образуют базис . 
Итак , взаимный базис & для базиса ei существует и определяется 

единственным образом . 
3 а м е ч  а н  и е l .  В силу симметрии соотношений (8.2) относительно 

ei и ej, взаимным базисом для базиса & будет базис ei . Поэтому 
в дальнейшем мы будем говорить о взаимных базисах ei , &. 

3 а м е ч  а н  и е 2. Если базис е 1 , е2 , . . .  , en ортонормированный ,  то 
взаимный базис & совпадает с данным базисом .  Действительно, по­
лагая в этом случае ej = ej , мы убедимся , что соотношения (8.2) 
выполняются . Используя свойство единственности взаимного базиса, 
мы убедимся в справедливости замечания .  

Пусть ei , & - взаимные базисы, а х - произвольный вектор про­
странства. Разлагая вектор х по базисным векторам ei и &, получим 

х = х 1 е
1 + х2е

2 + . . .  + Xnen , 

х = х
1
е 1 + х2

е2 + . . . + xnen .  
(8.5) 

Координаты (х 1 , х 2 , . • •  , xn ) вектора х в базисе & называются 
ковариантными кооординатами вектора х, а координаты (х 1, х2 , • • •  
. . . , xn ) этого вектора в базисе ei , называются контравариантными 
координатами вектора х. Эти наименования будут разъяснены в сле­
дующем пункте. 
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Для сокращения записи формул ,  в которых фигурируют однотип­
ные слагаемые (примерами таких формул могут служить соотноше­
ния (8 .5) ) ,  мы будем пользоваться в дальнейшем соглашением о сум­
мировании .  Это соглашение заключается в следующем . Пусть имеется 
выражение, составленное из сомножителей, которые снабжены конеч­
ным числом индексов ,  часть из которых нижние, а другая часть -
верхние. При этом договариваются все нижние индексы обозначать 
различными символами .  Верхние индексы также договариваются обо­
значать различными символами .  Если в этом выражении встречаются 
два одинаковых индекса ,  из которых один верхний ,  а другой нижний ,  
то считают, что по этим индексам производится суммирование, т. е .  
индексам последовательно даются значения l ,  2 , . . .  , n , а затем скла­
дываются полученные слагаемые. 

Например, 
Xiei = X t e 1 + Х2е2 + . . . + Xnen , о; = о/ + О� + . . .  + О� , 

. . 1 . 2 . . gijX1X3 = (g 1 j X х3 ) + (g2jX х3 ) + . . .  + (gnjXnx3 ) = 

= (g 1 1 x 1 x 1 + g 1 2x 1 x2 + . . .  + g 1nx 1 xn) + 

+ (g2 1 X2X I + g22X2X2 + . . .  + g2nX2Xn) + . .  . 
. . . + (gn \ XnX I + gn2Xnx2 + . . .  + gnnXnXn ) .  

С помощью соглашения о суммировании формулы (8.5) записыва­
ются следующим компактным образом : 

(8 .6) 
3 а м е ч  а н  и е 3.  Верхние и нижние одинаковые индексы, о кото­

рых говорилось в соглашении о суммировании ,  обычно называются 
индексами суммирования. Ясно , что индексы суммирования могут 
обозначаться любыми одинаковыми символами .  При этом не изменятся 
выражения ,  в которых они фигурируют. Например, xiei и Xjei пред­
ставляют собой одно и то же выражение. Получим теперь явное вы­
ражение для ковариантных и контравариантных координат вектора х. 

Для этого умножим скалярно первое из равенств (8.6) на ej , а вто­
рое - на ei. Учитывая затем соотношения (8 .2) , найдем 

(х, ej ) = xi (ei , ej ) = xi o; = Xj , (х, ei ) = xi (ei , ei ) = xiof = xi . 
Итак ,  

(8 .7) 

С помощью соотношений (8 . 7) запишем формулы (8.6) в следующем 
виде : 

(8.8) 

Соотношения (8 .8) называются формулами Гиббса 1 ) . 

1 ) Д. У. Гиббс ( 1 839- 1 903) - американский физик-теоретик. 



§ 1 1 ПРЕОБРАЗОВАНИЕ БАЗИСОВ И КООРДИНАТ 

Обратимся еще раз к вопросу о построении взаимных базисов. 
С помощью формул (8 .8) имеем 

i ( i j ) е = е ,  е ej . 
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(8.9) 

Введем обозначения 

(8. 1 0) 
С помощью этих обозначений перепишем соотношения (8.9) следу­

ющим образом : 
(8. 1 1 ) 

Итак, для построения базиса ei по базису ei достаточно знать 
матрицу (gij ) ,  а для построения базиса ei по базису ei достаточно 
знать матрицу (gij ) .  

Докажем , что указанные матрицы взаимно обратны .  Отметим, что 
так как элементы обратной матрицы мо.гут быть вычислены через 
элементы данной матрицы, то ясно, что с помощью соотношений (8 . 1 1 ) 
решается вопрос о построении взаимных базисов. 

Итак, установим ,  что матрицы (gij ) и (gij ) взаимно обратны. 
Умножая первое из равенств (8 . l l ) скалярно на ek ,  получим 

(ei , ek ) = gij (ej . ek ) · Из этого соотношения ,  учитывая (8.2) и (8. 1 0) ,  
найдем 

ij . = oi = { l при i = k ,  g gзk • k О при i # k .  

Таким образом, произведение матриц (gij ) и (gij ) представляет со­
бой единичную матрицу. Следовательно, матрицы (gij ) и (gij ) взаимно 
обратны. 

3. Преобразования базиса и координат. Пусть ei и ei - заданные 
взаимные базисы, а ei' и ei' - некоторые новые взаимные базисы ,  
элементы которых мы обозначим штрихованными индексами .  Фактиче­
ски это означает, что мы вводим новый натуральный ряд 1 ' , 2' , З' , . . .  
. . . и считаем, что индекс i' принимает значения 1 ' , 2' , . . .  , n' . Таким 
образом, индексы i и i' независимо принимают различные значения: 

i = 1 ,  2, . . . , п ,  i' = 1 ' , 2' , . . . , n' . 

Используя введенное в предыдущем пункте соглашение о сумми­
ровании ,  запишем формулы преобразования базисных векторов. В ре­
зультате получим :  

l ) формулы перехода от старого базиса ei к новому базису ei' 
и формулы обратного перехода ·1 ei = ь� ei' • i = l ,  2 ,  . . .  , n ,  i' = 1 ' , 2' , . . .  , n' , (8. 1 2) 

2) формулы перехода от старого базиса ei к новому ei' и формулы 
обратного перехода 

ei' = t{ei , ei = ь:, ei' , i = l , 2 , . . .  , n , i' = l ' , 2' , . . . , n' . (8. 1 3) 
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Так как преобразования (8 . 1 2) (равно как и преобразования (8 . 1 3) )  
взаимно обратны ,  то матрицы ( ь: , ) и ( ь: ' ) (равно как и матрицы (Ьi, ) 
и (ь:' ) )  взаимно обратны .  

Докажем,  что матрицы (ь: , ) (ь:, ) тождественны .  Тем самым будет 
доказана тождественность и матриц (ь: ' ) и (bi' ) .  Для доказательства 
умножим скалярно первое из равенств (8 . 1 2) на ek, а второе из ра­
венств (8 . 1 3) - на ek' . Учитывая соотношения (8 .2) , получим 

Из этих соотношений  при k = i ,  k' = i ' получим 
ь:, = (ei' • ei ) ,  
ь: , = (ei ' · ei ) .  

(8 . 1 4) 

(8 . 1 5) 

Поскольку правые части соотношений  (8 . 1 4) и (8 . 1 5) равны, то 
равны и левые части. Иными словами ,  ь:, = ь:, , а это и означает 
тождественность матриц ( ь: , ) и (ь:, ) .  Отметим, что элементы ь:, мат­
рицы (ь: , ) могут быть вычислены по формулам (8 . 1 4) .  

Итак, справедливо следующее утверждение. 
Для перехода от базиса ei (или ei ) к базису ei' (или к ei' ) доста­

точно знать лишь матрицу ( ь: , ) перехода от базиса е; к базису е;' 
(матрица ( Ьi' ) вычисляется по матрице (ь: , ) ) . 

Приведем полную сводку формул преобразований базисных 
векторов: . , 

ei' = ь: , еi , е; = Ьi ei' • . . . ,  е' = Ьi , е' . 
(8. 1 6) 

Перейдем к выводу формул преобразования координат вектора х 
при переходе к новому базису. 

Пусть xi' - ковариантные координаты х в базисе ei' . Тогда , соглас­
но (8 .  7 ) ,  имеем Xi' = (х, ei ' ) .  Подставляя в правую часть этого соотно­
шения выражение для е;' из формул (8 . 1 6) ,  найдем xi' = (х, ь:, е; )  = 
= ь:, (х, ei ) = ь:, х; . 

Мы приходим к следующему выводу: формулы преобразования 
ковариантных координат вектора х при переходе к новому базису 
имеют вид 

(8 . 1 7) 

Следовательно, при переходе к новому базису ковариантные ко­
ординаты вектора х преобразуются с помощью матрицы ( ь:, ) пря­
мого перехода от старого базиса к новому. 

Это согласование преобразований и объясняет наименование кова­
риантные 1 ) координаты вектора . 

1 ) Ковариантный - согласованно изменяющийся . 
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Рассмотрим теперь преобразование контравариантных координат 
вектора х. 

Подставляя в правую часть соотношения xi' = (х, ei' ) выражение 
для ei' из формул (8. 1 6) ,  получим после преобразований 

(8. 1 8) 

Мы видим ,  что при переходе к новому базису контравариантные 
координаты вектора х преобразуются с помощью матрицы (ь:' ) 
обратного перехода от нового базиса к старому. 

Это несогласование преобразований и объясняет термин контрава­
риантные 1 ) координаты вектора . 

§ 2 . Понятие тензора. 
Основные операции над тензорами 

1 .  Понятие тензора. В этом параграфе мы рассматриваем произ­
вольное (не обязательно евклидово) вещественное n-мерное линейное 
пространство Ln. 

Определение. Тензором А типа (р, q) (р раз ковариантным и q раз 
контравариантным) называется геометрический объект, который :  1 )  
в каждом базисе ei линейного пространства Ln определяется n"+q 

Ak,  . . .  k. ( . . k k координатами i i ... iv индексы i 1 , • . .  , i " ,  1 , • . •  , q независимо прини-
мают значения 1 ,  2, " . , n) ; 2) обладает тем свойством, что его коорди-

Аk; ... k� б Ak ' ".k. б наты i� ... i' в азисе е;' связаны с координатами i i ". ip в азисе ei 
соотношенИями 

(8. 1 9) 

в которых Ь�, - элементы матрицы ( Ь�, ) перехода от базиса ei к бази­
су ei' , а ь�' - элементы матрицы обратного перехода от ei' к ei .  

Число r = р + q называется рангом тензора . 
3 а м е ч  а н  и е 1 . Формулы  (8. 1 9) называют формулами преобразо­

вания координат тензора при преобразовании  базиса .  
Отметим ,  что ковариантные и контравариантные координаты век­

тора преобразуются по формулам (8 . 1 9) (при р = 1 и q = О  в первом 
случае и при р = О и q = 1 во втором, см .  п. 3 § 1 этой главы) .  Поэто­
му вектор представляет собой тензор ранга 1 ( l  раз ковариантный 
либо 1 раз контравариантный - в зависимости от выбора координат 
этого вектора) .  

Отметим, что рассматривают также тензоры ранга О .  Это тензоры, 
имеющие лишь одну координату, причем эта координата не снабжена 
индексами и имеет одно и то же значение во всех системах координат. 
Тензоры ранга О обычно называются инвариантами. 

3 а м е ч  а н  и е 2 .  Индексы i 1 , • • • • i" называются ковариантными,  
а k 1 , • • •  , kq - контравариантными .  Наименование объясняется тем , что 

1 ) Контравариантный - противоположно изменяющийся . 
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по каждому из упомянутых индексов преобразование координат тензо­
ра производится в полной аналогии с преобразованиями ковариантных 
и контравариантных координат вектора (см . формулы (8. 1 7) и (8 . 1 8) ) .  

Для того чтобы определение тензора было корректным ,  нужно убе­
диться , что последовательные переходы от базиса ei к базису ei' , а за­
тем от базиса ei' к базису ei" приводят к такому же преобразованию 
координат тензора , что и при непосредственном переходе от ei к ei" . 

Пусть ( ЬИ . ( ь�;, ) и ( Ь�" ) - соответственно матрицы перехода от 
базиса ei к базису ei' , от базиса ei' к ei" и от базиса ei к ei" . 
Так как при последовательных переходах матрицы преобразований 
перемножаются ,  то очевидны соотношения 

(8.20) 
После сделанных замечаний убедимся в корректности определе-

k 1 ... kч 1c ;  . .. k� 1c;1 ••• k�' ния тензора . Пусть Ai i , А ., . , , А ." ." - координаты тензора А 1 ... Р I 1 " . 1р i 1 ''' tp в базисах ei . ei' и ei" соответственно. По формулам (8 . 1 9) ,  переходя 
последовательно от ei к ei' , а затем к ei" , получим 

k' k' . , k' 
А 1 ··· q _ ьi 1 Ь'" Ь1с 1 Ь ч Ak 1 ... kq i� ". i� - ij . . . i� kt . . .  kq i 1 ... ip ' 

k ;' ... k�' i � i� k;' k� k; ... k� 
А ." ." = ь ." . . .  ь . " ь1с, . . .  Ь1с, А,, ,, . • 1  ... • " • 1 ." 1 q • 1  · · · •р 

(8 .2 1 )  

(8 .22) 

- i1 ip 1с;' k� k 1 ... k,, - Ь ." . . .  ь," ь1с . . . ь1с л •. ,· . ' • • р 1 q 1 ••• р 

Таким образом, последовательные переходы от базиса ei к бази­
су е;' , а затем к базису ei'' приводят к такому же преобразованию 
координат тензора , как и при непосредственном переходе от е ;  к ei" .  
Корректность определения тензора установлена . 

3 а м е ч  а н  и е 3 .  Любая система nP+q чисел A7i'.::·t• может рас­
сматриваться в данном базисе е; как координаты некоторого тензо­
ра А типа (р, q) .  Чтобы убедиться в этом, определим в произвольном 
базисе ei' с помощью формул (8 . 1 9) систему чисел А�} · · · .�� . которые ' 1 ··· tp будем рассматривать как координаты искомого тензора А в базисе е; ' . 
Очевидно, что при переходе от базиса ei к базису ei' эти координаты 
преобразуются по формулам (8. 1 9) .  Как и выше, легко убедиться , что 
последовательные переходы от базиса ei к базису ei' , а затем к бази­
су ei" приводят к такому же преобразованию полученных координат, 
как и при непосредственном переходе от ei к ei" . Следовательно, си­
стема чисел действительно представляет собой координаты некоторого 
тензора А типа (р, q) .  
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2. Примеры тензоров. 
1 °. Нуль-тензор. Среди тензоров типа (р, q) следует выделить так 

называемый нуль-тензор. Это тензор, координаты которого в любом 
базисе равны нулю. Очевидно, соотношения (8 . 1 9) выполняются . 

Отметим ,  что если координаты тензора А равны нулю в каком­
либо базисе, то, согласно (8. 1 9) ,  они равны нулю в любом базисе, и, 
следовательно, А - нуль-тензор. 

2°. Символ Кронекера . Убедимся , что тензор А типа ( 1 ,  1 ) ,  имею­
щий в базисе ei координаты дf , будет иметь в базисе ei' координа­

k' ты дi' . 
Итак, пусть А - тензор, имеющий в данном базисе ei координа­

ты дf . Для того чтобы найти координаты этого тензора в базисе ei' , 
надо воспользоваться формулами (8. 1 9) ,  т. е. координаты тензора А 
в базисе ei' равны ь�' Ь�, бf . Используя свойства символа Кронекера , 

k' . k k7 k k' получим bk bi , 8i = bk bi' = дi' . 
Итак, в новом базисе ei' координаты тензора А действительно 

равны of,' . Поэтому символ Кронекера можно рассматривать как тензор 
типа ( 1 ,  ! ) .  

3°. Пусть А(х, у) - билинейная форма, заданная в конечномер­
ном евклидовом пространстве En, а е 1 , е2 , • • •  , en - какой-либо базис 
в этом пространстве . Тогда векторы х и у могут быть представлены 
в виде х = xiei , у =  yjej . 

Используя линейное свойство формы А(х , у) по каждому аргумен­
ту, мы можем записать 

А(х, у) = A(xiei , yjej ) = A(ei , ej )xiyj . 
Обозначим A(ei , ej ) через ai{ 

aij = A(ei , ej ) · (8.23) 

Тогда форма А(х, у) может быть записана следующим образом: 
(8.24) 

Убедимся , что коэффициенты aij матрицы формы А(х , у) при пе­
реходе к новому базису преобразуются по закону (8. 1 9) преобразо­
вания координат тензора типа (2, О) , т. е. представляют собой тензор 
типа (2, О) . 

Рассмотрим произвольный базис e l ' , е2, , • • •  , en" Запишем в этом 
базисе форму А(х, у) в виде (8.24) А (х, у) = ai'j ' xi' yi' , причем 

(8.25) 

Перейдем от базиса е 1 , е2 , . . .  , en к новому базису е 1 , , е2' , . . .  , en:' . 
Обозначая матрицу перехода от базиса ei к базису ei' через Ьi, , 
получим ei' = ь� ,еi . ej ' = ь; , еj · 

Подставляя эти выражения для ei' и ej ' в правую часть (8.25) 
и используя линейное свойство формы А(х, у) по каждому аргументу, 
найдем ai'j ' = A(b�,ei , ь; , еj ) = Ь�, ь; , А (еi , ej ) · 
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Согласно формуле (8 .23) последнее соотношение можно переписать 
i J в виде ai'j ' = bi' bj , aij · 

Следовательно, коэффициенты aij матрицы билинейной формы пре­
образуются по закону (8 . l 9) преобразования координат тензора ти­
па (2, О) , и поэтому могут рассматриваться как координаты тензора 
такого типа . 

4°. Каждому линейному оператору, заданному в конечномерном про­
странстве En и действующему в то же пространство , можно поставить 
в соответствие некоторый тензор типа ( l ,  l ) , причем этот тензор будет 
вполне определять указанный оператор . 

Пусть у = Lx - линейный оператор, заданный' в En и е1 , е2 • . . .  
б En Т _ i _ j L • • . . .  , en - азис в . ак как х - х ei . а у - у ej и - линеиныи 

оператор, то 
(8 .26) 

Разложим вектор L{ei ) по базису е1 . е2 , . . .  , en : 
L{ei ) = a1ej . 

Подставляя полученное выражение для L{ei ) в (8. 26) и используя 
единственность разложения по базису, получим 

Yj = a�xi з' l 2 п t • = • • . . . • . (8 .27) 

Напомним ,  что соотношения (8 .27) можно рассматривать как коорди­
натный  способ задания линей ного оператора . При этом матрицу (а{ ) 
коэффициентов а{ называют матрицей линейного оператора . 

Убедимся , что коэффициенты этой матрицы при переходе к новому 
базису преобразуются по закону (8 . l 9) преобразования координат тен­
зора типа ( l ,  l )  и поэтому представляют собой тензор типа ( l ,  l ) .  

Рассмотрим произвольный базис е 1 • ,  е2, , . . .  , en' · Запишем в этом 
базисе линейный оператор L в виде (8 .27) 

Yj ' - j ' i ' - ai, x  , j' = l ' , 2' , . . .  , п' . (8.28) 

Перейдем теперь от базиса е 1 , е2 • . . .  , en к базису е 1 • , е2� , . . .  , en' . 
Обозначая матрицу перехода (Ь� , ) (или ,  что то же самое, (Ь} , ) ) ,  полу­
чим 1 ) (см . п .  3 § l этой главы) 

Xi _ bi xi' yj _ bj yk' - i' t - k' . 
Подставим эти выражения для xi и yj в (8 .27) . Получим следующие 

соотношения :  k' j j i i ' 
у bk, = ai bi, x ,  j = l , 2 , . . .  , n . (8 .29) 

Нам нужно получить из (8 . 29) выражение для yj'. Для этой цели 
умножим обе части (8 .29) на ь{ и просуммируем по j от l до п .  . . , . , k' ·1 ·1 • ' Учитывая ,  что bf., b� = дf., , получим у дf., = (Ь�, Ь� ai )xi . Заметим, 

1 ) В формуле для yi индекс суммирования мы обозначим через k' . 
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что yk' бt: = у/ . Поэтому у/ = (Ь� , ь{ a{ )xi' . Сравнивая это выражение 
для у/ с выражением для у/ по формуле (8 .28) , получим следующее 
тождество , справедливое для любых векторов х (для любых коорди­
нат xi' ) :  

Отсюда и и з  произвольности xi' следует, что коэффициенты а{ мат­
рицы линейного оператора преобразуются по закону а{ = (Ь�, ь{ а{ ) . 

Итак ,  коэффициенты а{ преобразуются по закону (8. 1 9) преобра­
зования координат тензора типа ( 1 ,  l )  и поэтому представляют такой 
тензор. 

3. Основные операции над тензорами. Основными операциями 
над тензорами называются операции сложения и вычитания тензо­
ров, операция умножения тензора на число, операция умножения 
тензоров, операция свертывания тензоров, операция перестановки 
индексов, операции симметрирования и альтернирования тензоров. 

Перейдем к определению этих операций .  
l 0 •  С л о ж е  н и е и в ы ч и т а  н и е те н з  о р о в .  Операции сложения 

и вычитания определяются для тензоров одинакового типа . 
Пусть А и В - два тензора типа (р , q) , A�/.::·i:q и B7.'.::i:q -

одноименные координаты этих тензоров в базисе е; . 

Суммой А + В (разностью А - В) этих тензоров называется тен­
зор, имеющий в базисе е; координаты 

Ak, ""kq + 8k, ""kq (дk, ""kq _ B�' ""kq ) . t 1  ... t p t 1  ." t p t 1  ... lp I J  ... tp  

Чтобы данное определение операций сложения и вычитания тен­
зоров было корректным ,  необходимо проверить, преобразуются ли ко­
ординаты суммы (разности) тензоров по закону (8. 1 9) преобразования 
координат тензора . Для этого представим себе, что наряду с формула­
ми (8. 1 9) преобразования координат тензора А записаны аналогичные 
формулы преобразования координат тензора В. Тогда путем сложения 
(вычитания) таких двух формул преобразования координат тензоров А 
и В мы убедимся, что координаты суммы (разности) преобразуются по 
закону преобразования координат тензора . 

2°. У м  н о ж е  н и е т е н з о р  а н а  ч и с л о. Пусть А - тензор ти­
па (р, q) ,  имеющий в базисе е; координаты A�/.::·i:q , и а - произвольное 
вещественное число. 

Произведением аА тензора А на число а называется тензор, 
- б Ak, ". kq имеющии в азисе е; координаты а ; , ". i" . 

То, что координаты aA�/.::·i:
q преобразуются по тензорному закону, 

непосредственно следует из формул (8. 1 9) .  
3°. У м н о ж е н и е  т е н з о р  о в .  Операция умножения тензоров опре­

деляется для тензоров произвольного типа .  
Пусть А - тензор типа (р, q) , имеющий в данном базисе е ;  ко-

ординаты A�/.::·i:q , а В - тензор типа (r ,  s) , имеющий в этом же 
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базисе координаты B'!;�.:-i';:' .  Для определения произведения D = А В 
тензоров А и В составляются всевозможные произведения координат 
тензора А на координаты тензора В. В каждом таком произведении 
индексы l 1 ,  . . .  , lr и т 1 , . . .  , тв у координат тензора В заменяются 
новыми  индексами .  Именно, полагают l 1 = ip+ t • . . .  , lr = ip+r и т 1 = 
= kq+ l • · · · , тв = kq+в · 

Произведением D = А В тензоров А и В называется тензор ти­
па (р + r ,  q + s ) , имеющий в базисе ei координаты 

(8 .30) 

Чтобы убедиться, что координаты D,� 1 ••• •• k•,.k•+ 1 ·;· k•+• ,  определенные 1 ··· р p+ l "· •p+r 
соотношением (8 .30) , преобразуются при переходе к другому бази-
су по закону преобразования координат тензора , т. е .  действительно 
представляют собой координаты тензора , достаточно записать формулы 
преобразования (8 . 1 9) для координат A�1 ···,k• и в�•+ ' ··�k•+• тензоров А • 1 ··· •р •p+ l ··· •p+r и В и перемножить правые и левые части этих формул .  В результате, 
обращаясь к соотношению (8 .30) , легко получить нужные формулы 
преобразования для координат D�1 ···_k._k•+ 1 ··: k•+• . l (  ... lp tp+ l ··· 'p+r 3 а м е ч  а н  и е .  Операция умножения тензоров не обладает свой-
ством перестановочности :  вообще говоря , АВ # ВА.  Это объясняется 
тем , что порядок следования индексов у координат тензора определяет 
« Номер• этой координаты . 

Таким образом , хотя численные значения выражений 

и 

одинаковы, порядок следования индексов у этих выражений различен, 
и поэтому они отвечают координатам с различными «номерами• .  Это 
и означает, что А В # ВА .  

4°. С в е р  т ы  в а н  и е т е н з о р  а .  Операция свертывания применя­
ется к тензору типа (р, q) ,  у которого р # О и q # О  (т. е . к тензору, 
у которого имеется по крайней мере один верхний и один нижний 
индекс ) .  

Пусть А - тензор указанного выше типа .  Перейдем к описанию 
операции свертывания .  

Свертывание тензора А производится по каким-либо отмеченным 
верхнему и нижнему индексам .  При этом в результате свертывания 
получается тензор типа (р - 1 ,  q - 1 ) . 

Пусть, например, у каждой координаты тензора А отмечен верхний 
индекс с номером т и нижний индекс с номером п: 

Ak, ... _km ·:· k• . l f ··· ' n ·· · 'p 

Произведем суммирование (свертывание) координат тензора с оди­
наковыми выделенными индексами .  Эта операция и дает следующие 
координаты тензора , полученного свертыванием по верхнему и нижне-
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му индексам с номерами т и п: 

А� 1 ".а ... �. 
i 1 . . .  a ... i p (8.3 1 )  

( в  выражении (8.3 1 )  мы использовали соглашение о суммировании) .  
Проверим, что величины (8.3 1 )  действительно образуют координаты 

тензора типа (р - 1 ,  q - 1 ) .  Для этого обратимся к формулам (8. 1 9) .  
Перепишем эти формулы в следующем виде, выделив интересующие 
нас индексы (эти индексы мы подчеркнем) :  

(8.32) 

Произведем теперь суммирование в правой и левой частях (8.32) по 
выделенным индексам k:Т. и i� .  Для этого достаточно положить эти 
индексы равными а' и воспользоваться соглашением о суммировании .  
В результате мы получим некоторое равенство. Найдем выражения 
в левой и правой частях этого равенства . В левой части мы получим, 
очевидно , выражение k, , k ' 

А 1 ··· " ... q . , / . , . i 1 ••• a ... t P  (8.33) 

в правой же части произведение ь1:: на ь�� равно б�n • т. е . равно 
единице при km = in = о: и равно нулю при km -:f. in .  Таким образом, 
в правой части мы получим следующее выражение: 

(8.34) 

Сравнив выражения (8.33) и (8 .34) ,  мы убедимся , что величи­
ны A:1' .::·::.::

·i:• преобразуются при переходе к новому базису по закону 
преобразования координат тензора . Очевидно, этот тензор будет ти­
па (р - 1 ,  q - 1 ) .  

3 а м е ч  а н  и е .  Термин «свертывание тензоров• употребляется еще 
и в следующем смысле. 

Рассмотрим два тензора А и В. у координат первого из которых 
имеется по крайней мере один верхний индекс k, а у координат второ­
го - по крайней мере один нижний индекс i .  

Составим произведение АВ этих  тензоров и затем проведем опе­
рацию свертывания тензора АВ по верхнему индексу k и нижнему 
индексу i. Для этой операции обычно употребляется терминология :  
«свертывание тензоров А и В по индексам k и i • .  

5°. П е р е  с т  а н  о в к а и н д е к с  о в .  Эта операция заключается в том , 
что в любом базисе индексы у каждой координаты тензора подверга­
ются одной и той же перестановке. Это означает, что мы иным образом 
«Нумеруем» координаты данного тензора . Читателю предлагается про­
верить , что в результате получается тензор, отличный ,  вообще говоря, 
от данного. 

6°. С и м  м е т р  и р о в  а н и е и а л  ь т е р  н и р о в  а н  и е . Предваритель­
но введем понятия симметричного и кососимметричного тензоров. 
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Тензор А с координатами  

(8 .35) 

называется симметричным по нижним индексам im и iп, если при 
перестановке этих индексов 1 ) координаты тензора А не меняют своего 
значения ,  т. е. 

A� 1  .. . k0 . • = Ak i ···�· . . . t 1  . .. Z. m. ••• 'tn . . . Z.p 1 1  ··· 'n ··· 'm. ··· 'p (8 .36) 

Соотношение (8 .36) называется условием симметрии тензора А по 
нижним индексам с номерами т и п . 

Тензор А называется кососимметричным по нижним индексам im 
и iп , если при перестановке этих индексов справедливо соотношение 

(8 .37) 

Соотношение (8 .37) называется условием кососимметрии тензора А 
по нижним индексам с номерами т и п .  

Аналогично вводится понятие симметрии и кососимметрии тензора 
по двум верхним индексам .  

3 а м е ч  а н  и е .  Если условие симметрии (кососимметрии) по  ниж ­
ним индексам im и iп выполняется для тензора А в данной системе 
координат, то оно выполняется и в любой другой системе координат. 

Перейдем теперь к описанию операции симметрирования . 
Пусть А - тензор типа (р, q) с координатами (8 .35) . Переставим 

у каждой координаты н ижние индексы с номерами т и п и затем 
построим тензор A(m. n ) с координатами  

(8 .38) 

Операция построения тензора A(m, n) называется операцией сим­
метрирования тензора А по нижним индексам с номерами т и п .  

Отметим ,  что координаты (8 .38) тензора A(m. n) обычно обознача -
ются символами  

(8 .39) 

Очевидно, для тензора A(m, п) выполняется условие симметрии 
(8 .36) по нижним и ндексам с номерами т и п .  

Операция симметрирования тензора по верхним индексам с номера ­
ми т и п определяется аналогично. Построенный тензор обозначается 
символом А (m , n)_ Для координат тензора А (m, n) используется обозна­
чение, аналогичное обозначению (8 .39) координат тензора A(m. n) ·  

Операция альтернирования тензора А по нижним индексам с но­
мерами  т и п производится следующим образом . 

1 ) Напомним ,  что при перестановке индексов у координат тензора , мы по­
лучаем координаты, вообще говоря , другого тензора . 
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У каждой координаты тензора А переставляются нижние индексы 
с номерами  т и n и затем строится тензор A(m. n) с координатами 

(8.40) 

Операция построения тензора A [m. n) называется операцией аль­
терн.ирован.ия тензора А по нижним индексам с номерами  т и n .  
Координаты (8 .40) тензора A(m. n] обычно обозначаются символами 

(8.4 1 )  

Очевидно , для тензора A[m. n] выполняется условие кососиммет­
рии (8.37) по нижним индексам im и iп . 

Операция альтернирования тензора по верхним индексам im и in 
определяется аналогично. Построенный тензор обозначается симво­
лом A(m. nJ. Для координат тензора A(m. n] используется обозначение, 
аналогичное обозначению (8 .4 1 )  координат тензора Aim. n) . 

В заключение отметим очевидное равенство 
А = A(m, n) + A [m. n) · 

§ 3. Метрический тензор. Основные операции 
векторной алгебры в тензорных обозначениях 

t .  Понятие метрического тензора в евклидовом пространстве. 
В § 2 гл . 7 говорилось о том ,  что скалярное произведение в конечномер­
ном линейном пространстве может быть задано с помощью билинейной 
формы, полярной некоторой положительно определенной квадратичной 
форме. В этом параграфе мы будем считать , что в рассматриваемом 
конечномерном евклидовом пространстве вn скалярное произведение 
задано такого типа билинейной формой А (х, у) . 

В п. 2 предыдущего пара графа (пример 3) мы  убедились, что коэф­
фициенты матрицы билинейной формы могут рассматриваться как ко­
ординаты тензора . Эти коэффициенты для билинейной формы А (х, у) , 
с помощью которой задается скалярное умножение в En, мы обозначим 
через gij · Таким образом, gij - координаты некоторого тензора G 
в базисе е 1 , е2 , . . .  , en . Этот тензор типа (2 ,  О) называется метри­
ческим тензором пространства вп. Напомним ,  что координаты giJ 
тензора G определяются соотношениями 

(см . формулу (8.23) ) .  

gij = A(ei . е3 ) (8.42) 

Заметим также, что так как форма А (х, у) симметрична (А(х, у) = 
= А(у, х) ) ,  то, согласно (8.42) , giJ = g3i . т. е. метрический тензор G 
симметричен. по нижним индексам i и j . 

Пусть х и у - произвольные векторы в вn, xi и у3 - координаты 
этих векторов в базисе е 1 , е2 .  " . , en . 

Скалярное произведение (х. у) векторов х и у равно А (х, у) . Об­
ращаясь к выражению (8 .24) для билинейной формы в данном базисе 
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и используя равенство (х, у) =  А(х, у) , получим следующую форму.пу 
для скалярного произведения (х, у) векторов х и у: 

(х, у) = gijXiyj . (8.43) 
В частности , скалярные произведения (ei , ej ) базисных векторов ei 
и ej равны gij : 

(е; ,  ej ) = gij (8.44) 

(это следует из равенства (е; ,  ej ) = А(е; , ej ) и из формулы (8.42) ; 
впрочем , формулу (8 .44) легко получить и непосредственно из (8.43) ) .  

Рассмотрим теперь, наряду с базисом е 1 , е2 , • • • , en . взаимный ба­
зис е 1 , е2 , • • •  , en . Пусть х = x;ei и у = yjej - разложения векторов 
х и у по векторам взаимного базиса .  Тогда для скалярного произведе­
ния (х, у) получим следующую формулу: 

(х, у) =  А (х, у) =  A(x;ei , yjej ) = A (ei , ej )XiYj · 
Обозначая 

gij = A(ei , � ) .  
получим следующее выражение для (х, у) : 

(х, у) =  gij XiYj · 

(8.45) 

(8.46) 

Как и в п. 2 предыдущего параграфа (см. пример 3) , легко убе­
диться , что gii представляют собой координаты тензора типа (О, 2) , 
симметричного по индексам i и j . Этот тензор типа (О, 2) также 
называется метрическим тензором пространства En. 

Мы будем обозначать его тем же символом G, что и введенный 
выше метрический тензор типа (2 ,  О) : в следующем пункте мы выяс­
ним ,  что координаты g;j и gij можно рассматривать как ковариантные 
и контравариантные координаты одного и того же тензора . В дальней­
шем эти координаты g;j и gij мы так и будем называть ковариантными 
и контравариантными координатами тензора G.  

В конце п .  2 § 1 этой главы , исследуя вопрос о построении взаимных 
базисов, мы  ввели величины g; · и g•з по формулам (8 . 1 0) .  Сравнивая 
эти формулы с формулами (8 .4:.i) и (8 .45) , мы приходим к выводу, что 
эти величины представляют собой ковариантные и контравариантные 
координаты метрического тензора G. В этом же п .  2 § 1 мы доказали ,  
что матрицы, элементами которых являются координаты g;j и gij, 
взаимно обратные. Это означает, что справедливо соотношение 

gij gjk = д� . (8.47) 

Таким образом , координаты gij тензора G могут быть построены по 
координатам g;j . и наоборот (для этого надо обратиться к известному 
способу построения элементов обратной матрицы) .  

2 .  Операция поднятия и опускания индексов с помощью метри­
ческого тензора. Метрический тензор G используется для операции 
поднятия и опускания индексов у координат данного тензора А. 

Эта операция заключается в следующем. 
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Пусть А - тензор типа (р, q) с координатам и  A� 1 �2 ··:k• . Для приме-• 1 •2 ··· 'v ра покажем, каким образом проводится операция поднятия индекса i 1 • 
Свернем тензоры G и А по верхнему индексу j у первого тензора 
и по нижнему индексу i 1 у второго тензора , т. е .  построим тензор 

iaAk 1 k2 ". k0 с координатами g ai2 ". ip и у координат полученного тензора ин-
декс i обозначим через i 1 • Затем эти координаты обозначим символа­
ми л:��.1i:2 ". k • • Таким образом , 

(8.48) 

3 а м е ч  а н  и е 1 .  Так как порядок расположения индексов у ко­
ординат тензора определяет « нумерацию» его координат, то, вообще 
говоря, при поднятии индекса нужно отмечать место среди верхних 
индексов ,  на которое будет поднят данный нижний индекс . Иногда 
в ряду нижних индексов нужно отметить место поднимаемого нижнего 
индекса . Это делается с помощью точки ,  которая ставится на место 
поднятого индекса . Поэтому координаты тензора в левой части (8.48) 
следовало бы записать следующим образом :  Ai

.'�'.�i�"k· .  
К примеру, если первый нижний индекс поднимается на второе 

место среди верхних индексов, то в результате мы получим тензор 
с координатами A�'.i i k� ". k • . '2 ··· 'q 3 а м е ч  а н  и е 2 .  Операция опускания индекса с помощью метри-
ческого тензора G определяется аналогично. Например, координаты 
тензора , полученного путем опускания у тензора А индекса kq на 
последнее место в ряду нижних индексов ,  имеют следующий вид: 

3 а м е ч  а н  и е 3.  Операцию поднятия или опускания индекса можно 
применять несколько раз, причем каждый раз по отношению к различ­
ным индексам данного тензора . 

Рассмотрим примеры поднятия и опускания индексов у тензоров . 
Пусть х - вектор, xi и xi - соответственно его ковариантные 

и контравариантные координаты (напомним ,  что вектор представляет 
собой тензор ранга 1 ) .  

Поднимем у координат xi индекс i с помощью метрического тен­
зора G. В результате получим тензор с координатами gi"x" . Так 
как х" = (х, е" ) , Т? gi°'3:a = gi°' (x, е.а ) = (х, �iae" ) . Согласно (8 . 1 1 ) 
g ... e" = е• , а (х, е' )  = х • . Поэтому g'"x" = х • . 

Таким образом , контравариантные координаты xi вектора х можно 
получить как результат операции поднятия индекса у ковариантных 
координат xi этого вектора . 

Ковариантные координаты Xi могут быть получены как результат 
операции опускания индекса у контравариантных координат xi. 

Выясним результат двукратного применения операции поднятия 
индекса у ковариантных координат gij метрического тензора G с по-
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мощью контравариантных координат gij этого же тензора . Иными 
словами ,  выясним ,  что представляет собой тензор с координатами 

(8.49) 

Используя симметрию тензора G по нижним индексам и соотно­
шение (8 .47) , найдем gj/3 g013 = gj/3 g130 = д� . Подставляя найденное 
выражение для gjf3 g 013 в (8 .49) и используя свойства символа Кроне­
кера д� . получим 

Совершенно аналогично можно убедиться в справедливости равенства 

g . g ·13g0t/3 - g · . io J - •J • 
Последние две формулы еще раз подчеркивают, что g;; и gij 

естественно рассматривать как ковариантные и контравариантные ко­
ординаты метрического тензора G.  

3 .  Ортонормированные базисы в En . Мы уже выяснили , что 
скалярное произведение (х, у) в En может быть задано с помощью 
метрического тензора G,  координаты g;j которого представляют собой 
элементы симметричной положительно определенной матрицы (g;j ) ·  
Именно, согласно (8 .43) , 

(х, у) = g;j Xiyj . 
Известно, что с помощью преобразования базиса матрицу билиней­

ной формы g;j xiyj можно привести к диагональному виду. При этом , 
в силу положительной определенности матрицы, после приведения 
матрицы (g ij ) к диагональному виду координаты метрического тензора 
будут равны нулю при i # j и единице при i = j. Обозначая эти 
координаты прежним символом g;j . получим 

. . _ {о при i # j ,  g,з - 1 при i = j .  (8 .50) 

Базис е; , в котором координаты g;j метрического тензора удовле­
творяют условию (8 .50) , является ортонормированным .  Действительно, 
так как (е; , ej ) = g;j (см. (8 .44) ) ,  то, согласно (8 .50) , 

( . · } - {О пpи i of. j , 
е, , е3 - 1 . . при i = J ,  

а это и означает, что е; - ортонормированный базис. 
В гл . 4 мы выяснили ,  что в ортонормированном базисе скалярное 

произведение (х, у) векторов х и у с координатами xi и yj может быть 
вычислено по формуле 

n 
(х, у) =  L xiyi , (8 .5 1 ) 

i= I 
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а квадрат длины (х, х) вектора х - по формуле 
n (х, х) = �:)xi ) 2 • (8.52) 

i= I  
Обратимся к так называемым ортогональным линейным преоб­

разованиям, т. е. к таким линейным преобразованиям ,  при которых 
ортонормированный базис переходит в ортонормированный .  Иными 
словами ,  если L - ортогональное преобразование и ei - ортонор­
мированный базис, то Lei также образует ортонормированный базис. 

Исследуем действие преобразования L на произвольный вектор 
х = xiei .  Обозначим через Х результат действия L на х :  

X = Lx. 
Используя свойство линейности L, найдем 

Х = Lxiei = xi Lei . 
Так как Lei - базис, то из последнего соотношения вытекает, что 

вектор Х имеет в базисе Lei такие же координаты, как и вектор х 
в базисе ei ,  т. е. при ортогональном преобразовании  сохраняют свое 
значение координаты вектора . 

Поскольку Le; - ортонормированный базис, то скалярное про­
изведение (Х, У) векторов Х = Lx и У = Ly может быть найдено 
по формуле (8 .5 1 ) ,  а квадрат длины (Х, Х) вектора Х = Lx - по 
формуле (8.52) . Мы выяснили ,  что при ортогональных преобразованиях 
сохраняют свое значение координаты векторов. Отсюда и из соотноше­
ний (8 .5 1 )  и (8.52) получаем 

(Х, У) = (х, у), (Х, Х) = (х, х) . 
Таким образом , при ортогональных преобразованиях не меняют­

ся длины векторов и их скалярные произведения . 
Как известно, ортогональные преобразования L могут быть заданы 

с помощью ортогональной матрицы. Определитель det L такой матрицы 
удовлетворяет условию det L = ± 1 .  

Выберем один из ортонормированных базисов и договоримся 
называть этот базис правым. В этом случае будем говорить, что 
евклидово пространство En ориентировано. Все базисы в En, получа­
ющиеся из данного ортогональными преобразованиями с определите­
лем, равным + l ,  назовем правыми, а все базисы, которые получаются 
из данного ортогональными преобразованиями с определителем , 
равным - 1 ,  - левыми. Легко убедиться ,  что преобразование правого 
базиса в правый характеризуется равенством + l определителя преоб­
разования ,  а левого в левый - равенством - 1  этого определителя .  

Обозначим через О( n) - множество всех ортогональных пре­
образований в En, а через O+ (n} - множество ортогональных 
преобразований правых базисов. 

Эти множества будут рассмотрены в следующей главе. 
3 а м е ч  а н  и е. В дальнейшем мы будем называть произвольный 

базис е 1 , е2 , . . . , en правым (левым) , если определитель матрицы пе-
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рехода от выбранного правого ортонормированного базиса к бази­
су е 1 , ez , . . .  , en положителен (отрицателен) . 

4. Дискриминантный тензор. Рассмотрим так называемый вполне 
кососимметрический тензор E"i i iz ... ip типа (р, О) , т. е. такой тензор, 
который кососимметричен по любым двум нижним индексам . 

Для того чтобы этот тензор не был нулевым ,  необходимо, чтобы 
число р не превышало п ,  т. е .  удовлетворяло условию р :::;; п ,  ибо, если 
р > п, то любая координата будет иметь по меньшей мере два одинако­
вых индекса, при перестановке которых эта координата одновременно 
должна и изменить знак ,  и остаться неизменной . Это может быть лишь 
в том случае, когда указанная координата равна нулю. Следовательно, 
при р > п любая координата тензора равна нулю, т. е .  тензор является 
нулевым . 

Особый интерес представляет вполне кососимметрический тензор , 
ранг р которого равен размерности п пространства . 

Любая координата E"i i iz ... in та кого тензора может быть найдена по 
формуле { О, если среди индексов i 1 , iz , . . .  , in хотя бы 

E"i i i2 . . . in = два совпадают, 
(- l )sign ac 1 z ... n • если все индексы различны .  

(8 .53) 

В формуле (8 .53) sigп а равно О или + l в зависимости от четности 
или нечетности перестановки а = ( i 1 , i2 , • • •  , in ) (sigп а называют так­
же знаком этой перестановки ) .  

Рассмотрим какую-либо правую ортонормированную систему коор-
динат и положим в ней 

E° 1 2 ... n = l . (8 .54) 

С помощью соотношения (8 .53) в данной системе координат опреде­
ляются все координаты E"i i iz ... in вполне кососимметрического тензора , 
а следовательно и сам тензор , который в дальнейшем мы будем назы­
вать дискриминантным тензором . Координаты этого тензора в про­
извольном базисе е 1 , ez ,  . . .  , en обозначим через Ci 1 i2 . . . in . 

Обозначим символом В матрицу перехода от выбранного правого 
ортонормированного базиса к некоторому базису e l ' , ez• , . . .  , en' , а че­
рез Ь� , - элементы этой матрицы. 

Согласно (8 .53) для вычисления координат ci: i� ... i� дискриминант­
ного тензора в базисе e l ' , е2, , . . . , en' достаточно знать значение коор­
динаты с 1 • 2• ... n' -

Используя формулу (8 . 1 9) преобразования координат тензора 
и соотношение (8 .54) , получим ,  переходя от выбранного ортонормиро­
ванного базиса к базису · е 1 , , ez• , . . .  , en' , 

- ьi 1 ьi2 ьin � (- 1  )sign иьi 1 ьi2 ьin = C 1 ' 2' . .. n' - 1 '  2' · · ·  n• E'i 1 iz ... in = E° 1 2  ... n L...., 1 '  2' · · ·  n' 
и=(i 1 , i2 · ··· · in ) 

= det (Ь�, ) = det В .  (8 .55) 
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Пусть gi'j' - координаты метрического тензора в базисе е1. , е2, , " • 
. . . , en' . Так как матрица С = Cif i 'j ' ) есть матрица билинейной фор­
мы gi'j' xi' у;' , представляющей собой скалярное произведение векто­
ров х и у с координатами xi' и у;', то при переходе от данного ортонор­
мированного базиса (в котором матрица Е рассматриваемой билиней­
ной формы является единичной} к базису е 1 , , е2, , • • • , en' справедлива 
формула С = В' ЕВ.  Отсюда следует, что det С = det В' det Е det В = 
= (det В )2 • 

Обозначая det С через g, получим из последнего соотношения 
det В = ±yg . Обращаясь к соотношениям (8.55) ,  мы получим, что 
c 1 • 2• ... n' = ±yg . Таким образом, в произвольном базисе е1 , е2 , • • • , en 
выражение для координаты c 1 2  ... n дискриминантного тензора имеет вид 

c 1 2 ... n = ±.[i , (8.56) 
где g - определитель матрицы (gi; ) метрического тензора в бази­
се е 1 , е2 • . . .  , en . 

Отметим, что в формуле (8 .56) знак плюс соответствует правому 
базису, а знак минус - левому. 

5. Ориентированный объем. Введем в ориентированном евклидо­
вом пространстве En так называемую аффинную систему координат, 
определив ее как совокупность фиксированной точки О с координа­
тами (О, О, . . .  , О) и базиса е 1 , е2 , . . .  , en . Координаты любой точки М 
в Е" определяются в этом случае как координаты в базисе е1 , е2 , • • •  
. . . , en вектора О М .  

Рассмотрим в Е" занумерованную систему из  n векторов 
1 2 n х, х, . . .  , х (8.57) 

и рассмотрим всевозможные векторы О М ,  определяемые соотноше­
ниями -- 1 2 n О М  = а 1 х + а2х + . . . + anX, (8.58) 
при всевозможных ai , удовлетворяющих неравенствам О � ai � 1 ,  
i = 1 ,  2 ,  . . .  , n .  

Множество всех точек М пространства En, определяемое соотно­
шениями (8.58) , образует так называемый n-мерн�,tй параллелепипед 
в En, натянутый на векторы (8 .57) . 

1 2 n 
Ориентированным объемом V (х, х, . . . , х) этого параллелепипеда 

называется число 
(8.59) 

При этом ci 1 i2 ••• in - координаты дискриминантноrо тензора в бази-
1 · 2 · n · се е 1 , е2 , . . .  , en , а х1 1 , x'i ,  . . . , xi" - контравариантные координаты 

1 2 n векторов х, х, . . .  , х в этом же базисе . 
Термин «ориентированный объем» объясняется тем, что в случае, 

если векторы (8.57) образуют правый базис, ориентированный объем 
положителен ( V  > О) ,  а в случае левого базиса - отрицателен (V < О) . 
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Отметим , что при п = 3 ориентированный объем, вычисляемый для 
п = 3 по формуле (8 .59) , представляет собой обычный объем парал-

1 2 3 лелепипеда , натянутого на векторы х, х, х, взятый со знаком +.  если 
" 1 2 3 " троика х, х, х правая , и со зна ком - , если эта троика левая . 
6. Векторное произведение. С помощью дискриминантного тензо­

ра можно записать в трехмерном пространстве Е3 в тензорном виде 
векторное произведение. Такая запись широко используется при раз­
личных вычислениях в так называемых криволинейных координатах .  

Пусть Cijk - координаты дискриминантного тензора в данном 
базисе е 1 , е2 , е3 пространства Е3. Поднимем у этого тензора пер­
вый индекс i с помощью метрического тензора g1m, т. е .  рассмотрим 
тензор c�k · Тогда координаты zi вектора z = [ху] (т . е . векторного 
произведения векторов х и у) в базисе е 1 , е2 , е3 имеют вид 

(8.60) 
Так как c)kx3yk представляет собой тензор типа (О, 1 ) , то zi можно 

рассматривать как контравариантные координаты вектора . Поэтому, 
чтобы убедиться , что z i действительно представляют собой координаты 
векторного произведения , достаточно обратиться к какой-либо опреде­
ленной системе координат и непосредственно провести проверку. Эта 
проверка элементарна для ортонормированного базиса и предоставля­
ется читателю. 

Соотношение (8 .60) может служить основой для введения вектор­
ного произведения п - 1 вектора в En. 

1 2 n- 1 Пусть х, х, . . .  , х - какие-либо п - 1 вектор в En. Определим [ 1 2 n- 1 ] координаты zi векторного произведения z = х х  . . . х с помощью 
соотношений  n- 1 . . 1 . 2 · . 

z ' = с' · · Х1 1 Х12 • • •  Х ' п - I . I J t.2 ··· 'n - I  (8 .6 1 )  

В соотношениях (8 .6 1 )  с� 1 iz . .. in - координаты дискриминантного 
1 .  2 .  n-.1 тензора с поднятым первым индексом ,  а х' 1 , х'2 , • • •  , х•п- 1 - контрава-

1 2 n- 1  риантные координаты векторов х, х,  . . .  , х . 
7 .  Двойное векторное произведение. Из векторной алгебры 

известна следующая формула для двойного векторного произведе­
ния [a[bd]] векторов а, Ь и d 

[a[bd]] = b(ad) - d{ab} . (8.62) 
Используя соотношение (8 .60) и формулу (8.43) для скалярного произ­
ведения векторов , перепишем (8 .62) следующим образом : 

ci akci ьmdn = big akdl - dig akbl kl mn kl kl · (8 .63) 
С помощью (8.63) мы по.лучим формулу, связывающую тензоры с�1 

и g;k , которую в свою очередь используем для записи координат 
двойного векторного произведения .  
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Проведем следующие преобразования в формуле (8 .63) . В первом 
слагаемом bi gk1akd1 в правой части (8.63) заменим bi на ьmб:.� 1 )  
и индекс суммирования l заменим на п .  Во втором слагаемом в правой 
части (8.63) положим di = dn8� и индекс суммирования l заменим 
на m .  После этих преобразований формула (8.63) примет вид 

( i 1 ) k bmdn ( >i i:i ) k bmdn (8.64) Ckl Cmn а = gknOm - gkmOn а · 
Так как соотношение (8 .64) справедливо для любых векторов 

а, Ь и d, то оно представляет собой тождество относительно ко­
ординат ak, ьm и dn этих векторов , и поэтому для любых индек­
сов i ,  k, т, п имеет место равенство 

(8.65) 
Обозначим через zi координаты двойного векторного произведе­
ния [a[bd]] . Тогда , согласно (8 .63) , zi = 41c�mak bmdn . Отсюда 
и из (8.65) получаем следующее выражение для координат zi двойного 
векторного произведения [a[bd] ] :  

i ( >i i:i ) k bmdn Z = gknOm - gkmOn а · 
Формула (8.66) удобна для различных приложений .  

§ 4. Метрический тензор псевдоевклидова 
пространства 

(8 .66) 

1 .  Понятие псевдоевклидова пространства и метрического тен­

зора псевдоевклидова пространства. Рассмотрим п-мерное линейное 
пространство L,  в котором задана невырожденная симметричная били­
нейная форма А (х, у) , полярная знакопеременной квадратичной форме. 

Будем называть скалярным произведением (х, у) векторов х и у 
значение А (х, у) билинейной формы .  Наименование «скалярное произ­
ведение» условно, поскольку в рассматриваемом случае не выполняется 
четвертая аксиома скалярного произведения .  Именно, в случае, когда 
билинейная форма А (х, у) полярна знакопеременной квадратичной 
форме, выражение А(х, х) в зависимости от выбора х может иметь 
как положительное; так и отрицательное значение и обращаться в нуль  
для ненулевых векторов х. Все же мы будем пользоваться термином 
«скалярное произведение» ,  так как это общепринято. 

Сформулируем определение псевдоевклидова пространства . 
Определение. Псевдоевклидовым пространством называется 

п-мерное линейное пространство L, в котором задано скалярное 
произведение посредством невырожденной симметричной билинейной 
формы А(х, у) , полярной знакопеременной квадратичной форме. 

Число п называется размерностью псевдоевклидова пространства. 
Выделим в линейном пространстве L базис е 1 , е2 , . . .  , en и обо­

значим через (gij ) матрицу билинейной формы А (х, у) в этом базисе 

1 ) Соотношение bi = ьm15;,. следует из свойств символа Кронекера. 
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(напомним ,  что gi; = A (ei . е; ) ) . Если xi и у; 
координаты векторов х и у, то 

А (х. у) = gi;xiyj . 

[ гл . 8 

контравариантные 

(8.67) 

В полной аналогии с рассуждениями п .  2 § 2 этой главы доказыва­
ется , что gi; представляют собой координаты тензора G типа (2, О) . 
Этот тензор мы будем в дальнейшем называть метрическим тензором 
псевдоевклидова пространства . 

Так как скалярное произведение (х, у) равно А(х, у) , то, соглас­
но (8 .67) , имеем : (х, у) = gi;xiyj . 

Известно, что матрицу (gij ) билинейной формы А(х, у) можно 
привести к диагональному виду. При этом в силу невырожденности 
формы А(х, у) координаты gij метрического тензора после приведения 
к диагональному виду будут равны нулю при i # j и единице или ми­
нус единице при i = j .  Число р положительных и число q отрицатель­
ных диагональных элементов не за висит от способа приведения к диа­
гональному виду, причем, в силу невырожденности формы А(х, у) , 
p + q  = п. 

Приведенные рассуждения поясняют обозначение Е[;,, q) для 
n-мерного псевдоевклидова пространства . 

Естественно поставить вопрос об измерении  длин векторов в псев­
доевклидовом пространстве. 

В евклидовом пространстве с метрическим тензором gii квадрат 
длины вектора х с координатами xi считается равным gi;xixj . Если 
определить квадрат длины s2 (x) вектора х с помощью соотношения 

s2 (x) = gi; xixi , (8 .68) 

то, очевидно (поскольку форма А(х, х) знакопеременная) , можно ука­
зать ненулевые векторы с положительным квадратом длины ,  с отри­
цательным квадратом длины и с нулевым квадратом длины .  Поэтому, 
чтобы получить в качестве меры длины векторов лишь действительные 
числа ,  обычно за длину вектора принимают 

а(х) = (sgп s2 (x) )Vl s2 (x) I . (8 .69) 

В дальнейшем мы будем использовать следующую терминологию, 
заимствованную из специальной теории относительности : мы будем на­
зывать ненулевой вектор х времениподобным, если для этого вектора 
а(х) > О, пространственноподобным, если а(х) < О, и изотропным, 
если а(х) = О. 

Справедливо следующее утверждение. 
Множество концов всех времениподобных (пространственнопо­

добных, изотропных) векторов, начала которых совпадают с про­
извольной фиксированной точкой М псевдоевклидова простран­
ства, образует конус. 

Для определенности докажем утверждение, рассматривая време­
ниподобные векторы . Очевидно, достаточно доказать, что если х -
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времениподобный вектор, то при любом вещественном Л =F О вектор Лх 
также времениподобен. 

Так как координаты вектора Лх равны Лхi, то, согласно (8.68) , 
s2 (Лх) = Л2s2 (х) , т. е. sgn s2 (Лх) = sgn s2 (х) . Отсюда и из (8.69) сле­
дует, что вектор Лх будет времениnодобным .  

Для случая времениподобных векторов утверждение доказано. Рас­
суждая аналогично, убедимся в справедливости утверждения для слу­
чая пространственноподобных и изотропных векторов. 

Конус времениподобных векторов обозначается часто символом Т 
(от англ .  t ime - время) ,  а конус пространственноподобных векторов -
символом S (от англ .  space - пространство) . 

2. Галилеевы координаты. Преобра3ования Лоренца 1 ) . В тео­
рии псевдоевклидовых пространств важную роль играют те системы 
координат, в которых квадрат интервала (так обычно называют квад­
рат длины вектора s2 (x) ) имеет вид 

Р n 
s2 (x) = :L:(xi ) 2 - L (xi ) 2 . 

i= I i=p+ I 
(8.70) 

По терминологии ,  заимствованной из физики ,  такие системы коор­
динат называются галилеевыми. 

Преобразования координат, которые сохраняют для s2 {x) выраже­
ние (8.70) , называются преобразованиями Лоренца. 

В следующем пункте мы рассмотрим вопрос о преобразованиях Ло­
ренца пространства Е11 . 3) , называемого пространством Минковско-
го 2) . Это пространство представляет особый интерес для физики , ибо 
является пространством событий специальной теории относительности . 

Отметим, что обычно в пространстве Минковского нумерация ко­
ординат вектора начинается с нуля .  Таким образом, согласно (8 .70) , 
квадрат s2 {x) интервала в пространстве Е11 • 3) записывается следую­
щим образом : 

(8. 7 1 )  
Для удобства в физике координата х0 отождествляется с выраже­

нием ct, где с - скорость света , а t - временная переменная; х 1 , х2 , 
х3 называются пространственными переменными .  

В пространстве Минковского конус Т времениподобных векторов 
распадается на две различные связные открытые компоненты т+ (ко­
нус будущего) и т- (конус прошлого) ; конус S пространственно по­
добных векторов образует связное множество. 

Поясним структуру связных компонент т+ и т-. Для этого обр�­
тимся к физической интерпретации вектора х с координатами х' ,  
i = О , 1 ,  2 ,  3, в пространстве Et1 _ 3) : этот вектор характеризуется ве-
личиной д t = х0 /с и вектором • r = {х 1 , х2 , х3 } . Таким образом, 

1 ) Гендрик-Антон Лоренц ( 1 853- 1 928) - нидерландский математик. 
2) Герман Минковский ( 1 864- 1 909) - немецкий математик и физик.  
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рассматривая х как перемещение в Et1 3 , можно считать, что это 
перемещение характеризуется временным · � t и пространственным Л г 
перемещениями .  

Времениподобные векторы х определяются условием s2 (x) > О 
(или а(х) > О) . В этом случае, очевидно, IЛ r l / IЛ t l < с. Если при этом 
Л t > О, то для перемещения х получим неравенство О < IЛ r l / IЛ t l < 
< с. Такое перемещение х принадлежит по определению т+ и может 
рассматриваться как перемещение материальной частицы «В будущее» .  
Если Л t < О ,  т о  перемещение х принадлежит т - и может рассматри­
ваться как перемещение частицы «В прошлое• (в физике так интерпре-
тируется движение античастиц) .  . 

Очевидно , т+ и т- представляют собой две связные открытые 
компоненты конуса Т. Проведенные рассуждения поясняют их наиме­
нования - конус будущего и конус прошлого. 

3. Преобразования Лоренца пространства Е{�. З) ' Рассмотрим 
в псевдоевклидовом пространстве Е(1 • З) галилееву систему координат 
с базисом е; . В такой системе координат квадрат интервала s2 (х) имеет 
вид (8. 7 1  } , а матрица (g;1 ) метрического тензора имеет вид (1 о о о )  о - 1 о о J = (g ij ) = о о - 1 о . о о о - 1  (8 .72) 

Перейдем к новой галилеевой системе координат с базисом е; ' 
и выясним условия ,  которым должны удовлетворять коэффициенты Ьj , 
матрицы В преобразования базисных векторов .  Так как 

(8. 73) 
и так как матрица (g;'j ' ) метрического тензора в базисе е;' также 
имеет вид (8 .72) , то, используя формулы g;'j ' = b�, b� ,g;1 преобразо­
вания координат метрического тензора, получим следующую систему 
уравнений  для определения коэффициентов ь�, матрицы в преобразо­
вания базисных векторов (см . (8 .73) ;  при этом индексы i и i' пробегают 
значения О, 1 ,  2, 3 (см . (8 . 7 1 ) ) :  

з з 

(ьg, )2 - L ьg, ьg, = 1 .  ьg, ь� ,  - L ьо, ь�;, = о. 
a = I  a = I  

0 3 { - 1 при -у' = /31 ,  , , 
ь�, ь(:J, - L ь�, ь�;, = 0 , ...J. R ' 'У .  13 = 1 ,  2, з .  

а =  1 при 'У .,... /J ' 

(8 .74) 

Соотношения (8 .74) можно записать в матричной форме . Для этой 
цели рассмотрим наряду с матрицей В матрицу В*, которая получается 
из В путем изменения знака у элементов последних трех столбцов 
и последующего транспонирования . Очевидно, что соотношения (8 .74) 
можно записать в следующей форме: 

в· в = J, (8. 75) 
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где матрица J определяется соотношением (8 .  72) (для сравнения на­
помним ,  что матрица С ортогональных преобразований евклидова про­
странства удовлетворяет соотношению С'С = /, где / - единичная 
матрица) .  

Так как det В*  = - det В,  а det J = - 1 , т о  и з  соотношения (8. 75) 
следует, что det В* В =  det В* det В = - {det В)2 = - 1 ,  т. е . 

det В = ± 1 .  (8. 76) 

Обозначим через L совокупность всех общих преобразований 
Лоренца пространства Минковского. Из этих общих преобразований 
выделим те преобразования ,  которые переводят каждый вектор из 
т+ в вектор, также принадлежащий т+. Совокупность таких преоб­
разований обычно называется преобразованиями Лоренца простран­
ства Е(1 •  З) и обозначается символом Lt . 

Общие преобразования Лоренца, для которых det В =  + 1 ,  образуют 
класс L+ так называемых собственных преобразований Лоренца. 

Класс L_ несобственных преобразований Лоренца характеризу­
ется соотношением det В = - 1 .  Примером такого преобразования мо­
жет служить отражение относительно трех пространственных осей: 
х 1 ' = -х 1 , х2' = -х2 , х3' = -х3 

Пусть В - матрица произвольного несобственного преобразова­
ния Лоренца , а Р - матрица только что рассмотренного отражения. 
Очевидно, произведение произвольного несобственного преобразова­
ния и рассмотренного отражения будет собственным преобразованием 
с матрицей В' = Р В . 

Так как Р2 = Р · Р = / , где / - единичная матрица , то 
В = Р2В = Р(РВ) = РВ' . 

Таким образом ,  всякое несобственное преобразование Лоренца 
является произведением некоторого собственного преобразования 
с матрицей В' и отражения с матрицей Р. 

Пересечение множеств Lt и L+ обозначают символом L+ . 
Некоторые групповые свойства множеств L ,  Lt , L+ и L+ будут 

рассмотрены в следующей главе . 
В заключение найдем те преобразования L+ . которые не меняют 

координат х2 и х3. Ясно, что это будут преобразования L+ двумерного 
псевдоевклидова подпространства с координатами х0 и х 1 , в котором 
квадрат интервала вычисляется по формуле (х0) 2 - (х 1 ) 2 • 

Запишем для рассматриваемого случая формулы (8 .74) . Получим 

(ьg, ) 2  - (ьЬ, ) 2  = 1 , 

ьg, ь?, - ьь, ь : , = о. 
(Ь?, ) 2 - (ь : , ) 2 = - 1 .  

(8.77) 

Полагая ЬЬ, /ьg, = {3, на йдем из (8 . 77) следующие выражения 
для коэффициентов Ь� , матрицы преобразования В базисных векто-
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ров ео . е 1 ,  е2 , ез в базисные векторы ео• , е \ ' , е2' • ез• : 

ь&, = ± h· ьб, = ± h·  ь?, = ± h· ь\ , = ± h·  1 - /32 1 - /32 1 - /32 1 - /32 
В этих формулах знак выбирается из условия принадлежности 

преобразования  Лоренца классу Li . Не вникая в детали вычислений ,  
запишем окончательные формулы преобразования  координат: 

о, х
0 - /3х

1 1 '  
х

1 - /3х
0 2' 2 З' з х х х = х ' х = х . (8 78) = � · = � · . 

Положим в соотношениях (8 . 78) х0 = ct ,  х 1 = х ,  х2 = у, х3 = z , 
х0' = ct' ,  х 1 '  = х' ,  х2' = у' , х3' = z ' .  Тогда формулы (8 .  78) перепишутся 
следующим образом :  

t' - t - (/3/с)х х' - -/3ct + х у
'

= у , z' = z .  (8 .79) - � · - � · 
Выясним  теперь физический смысл константы {3 .  Допустим ,  что 

точка Р неподвижна в системе координат (t ' ,  х' ,  у' , z') . Это озна­
чает, что время t' меняется ,  а пространственные координаты х

'
, у' , z ' 

этой точки постоянны .  Исследуем вопрос о поведении точки Р относи­
тельно системы (t ,  х ,  у ,  z ) .  Дифференцируя последние три уравнения 

-/3c dt + dx (8. 79) и учитывая ,  что dx' = dy' = dz' = О, получим О = � , 
О =  dy, О =  dz . Поэтому dx/dt = {Зс, dy/dt = О , dz/dt = О . 1 - /32 

Следовательно, всякая точка Р, неподвижная в системе коорди­
нат (t ' ,  х' ,  у

'
, z' )  (а следовательно, и вся эта система координат) , 

движется относительно системы (t ,  х ,  у , z) с постоянной скоро­
стью v = {Зс в направлении оси Ох.  

Итак, f3 = v/c, где v - скорость движения системы (t ' ,  х' ,  у' , z ' ) 
относительно системы (х ,  у , z ,  t) . Отметим ,  что так как О < v < с,  
то о < /3 < 1 . 

Перепишем теперь следующим образом формулы (8 .79) : 

t' - t - (v/c2 )x х' -vt + х у
'

= у , z' = z .  (8 .80) - Jt - (v2 /c2 ) ' 
- Jt - (v2 /c2 ) ' 

Формулы (8 .80) представляют собой формулы перехода от 
инерциальной системы (t ,  х ,  у , z ) к другой инерциальной систе­
ме (t' , х' ,  у' , z' ) .  Эти формулы называются формулами Лоренца . 

§ 5. Тензор момента инерции 
Рассмотрим  твердое тело, закрепленное в точке О. Пусть r = = О М  - радиус-вектор точки М этого тела ,  v - скорость точки М. 
Как известно, момент импульса N определяется соотношением 

N = J [rv] dm, где V - объем тела ,  dm = р dV (р - плотность тела) .  
v 
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Обозначая через Ni контравариантные координаты вектора N и ис­
пользуя формулу (8.60) для векторного произведения , получим 

Ni = J ci 1 r
k t1 1 dm (8.8 1 )  

. . v 
(напомним ,  что cl,1 = g'8 Cskl · где cskl - координаты дискриминантного 
тензора в данном базисе пространства Е3, см .  п. 6 § 3 этой главы) . 

По теореме Эйлера существует мгновенная ось вращения тела . 
Обозначая через UJ вектор мгновен ной угловой скорости, получим 
v = [UJrj . Снова обращаясь к формуле (8 .60) для векторного произве­
дения , найдем 

(8.82) 
Подставляя найденное выражение v1 в правую часть (8.8 1 )  и учи­

тывая независимость UJP от переменных интегрирования ,  получим сле­
дующее выражение для Ni : 

Ni = J с; с1 rkrnl.A.lp dm = UJP r ci с1 rkrn dm = UJP J; kl pn kl pn р • 
v v 

(8 .83) 

Тензор 
Ji J i l k n d (8 84) Р = ckl cpnr r т ,  • 

v 
фигурирующий в правой части соотношений (8 .83) ,  называется тензо­
ром момента инерции. 

Преобразуем выражение (8 .84) для тензора момента инерции .  Для 
этой цели обратимся к формуле (8 .65) , По этой формуле имеем 
ci1 c�n = gknO� - gkpO� .  Поэтому 

Ji r ( �i �i ) n k d Р = . gknUp - gkpan r r т . 

v 
(8 .85) 

Если в выражении (8.85) опустить индекс i с помощью метрическо­
го тензора , то в результате получим часто используемую формулу для 
координат дважды ковариантного тензора момента инерции :  

Jip = J (r2gip - ri rp)  dm. 
v 

(8 .86) 

Тензор момента инерции широко используется в механике твердого 
тела. Для примера запишем с помощью этого тензора выражение для 
кинетической энергии 7'. Имеем 

Т = � J v2 dm = � J g;j vi vi dm. 
v v 

Но поскольку vi = c�nl.A.lprn , _выражение для Т примет вид 

7, _ 1 J i j р n k 1 d _ 1 р k J i j n 1 d - 2 gij Cpnck11.A.1 r 1.А.1 r т - 2 1.А.1 1.А.1 g;j Cpnc"1 r r т .  

v v 
Отсюда , согласно (8 .84) , найдем Т = � 1.A.Jpl.A.lk Jpk · 
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ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ f РУПП 

В этой главе будут изложены основные понятия теории групп и ука­
заны некоторые приложения этой теории .  

Важность теории групп определяется многочисленными ее  прило­
жениями в физике. 

§ 1 . Понятие группы. Основные свойства групп 
1 .  Законы композиции. Будем говорить, что в множестве А опре­

делен закон композиции, если задано отображение Т упорядоченных 
пар элементов из А в множество А. При этом элемент с из А,  по­
ставленный с помощью отображения Т в соответствие элементам а , Ь 
из А , называется композицией этих элементов. 

Композиция с элементов а и Ь обозначается символом аТЬ: 
с =  аТЬ. 

Для композиции элементов а ,  Ь множества А используются и дру­
гие формы записи .  Наиболее употребительными являются аддитивная 
форма записи с = а + Ь и мулыипликативная форма записи с = аЬ. 

В случае аддитивной формы записи композиции соответствующий 
закон композиции обычно называется сложением, а при мулыиплика­
тивной форме - умножением.  Закон композиции называется ассоциа­
тивным, если для любых элементов а , Ь, с множества А выполняется 
соотношение 

аТ(ЬТс) = (аТЬ)Тс. 
Закон композиции называется коммутативным, если для любой 

пары а, Ь Е А выполняется соотношение аТЬ = ЬТа .  
Элемент е множества А называется нейтральным относительно 

закона Т, если для любого элемента а множества А выполняется 
соотношение аТе = а . 

Примерами  законов композиции могут служить обычные сложение 
и умножение в множестве вещественных чисел . Оба эти закона ком­
мутативны .  Нейтральным элементом для сложения является нуль ,  д.ля 
умножения - единица .  

2 .  Понятие группы. Некоторые свойства групп. Сформулируем 
следующее определение.  

Определение 1.  Множество А, в котором определен закон компо­
зиции Т, называется группой G,  если этот закон ассоциативен,  суще-
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ствует нейтральный элемент е относительно закона Т и для каждого 
элемента а множества А существует обратный элемент а- 1, т. е . такой 
элемент, для которого ата- 1 = е .  

Если использовать мультипликативную форму записи композиции 
элементов, то определению 1 можно придать следующую форму. 

Определение 2.  Множество А элементов а ,  Ь, с ,  . . . , в котором 
определен закон композиции ,  называемый умножением и ставящий 
в соответствие каждой паре элементов а ,  Ь множества А определенный 
элемент с =  аЬ этого множества , называется группой G, если этот 
закон удовлетворяет следующим требованиям:  

\ 0• а(Ьс) = (аЬ)с (ассоциативность) . 
2°. Существует элемент е множества А такой ,  что для любого 

элемента а этого множества ае = а (существование нейтрального эле­
мента ) .  

3°. Для любого элемента а множества А существует обратный 
элемент а- 1 такой,  что аа- 1 = е .  

Обычно нейтральный элемент е называется единицей группы G. 
Если закон композиции Т, действующий в группе G, является 

коммутативным, то группа G называется коммутативной или абеле­
вой .  Для абелевых групп часто используется аддитивная форма записи 
композиции элементов. В этом случае нейтральный элемент абелевой 
группы называется нулем . 

Рассмотрим примеры групп .  
\ )  Множество Z целых чисел образует абелеву группу относи­

тельно сложения .  Действительно, операция сложения целых чисел 
представляет собой,  очевидно, закон композиции .  Ясно, что этот за­
кон ассоциативен и коммутативен .  Нейтральным элементом (нулем) 
является целое число нуль .  Обратным элементом для целого числа а 
служит целое число -а . 

2) Множество положительных вещественных чисел образует абеле­
ву группу относительно умножения .  Эта операция представляет собой 
закон композиции .  Очевидно, что этот закон 
ассоциативен и коммутативен . Нейтральным 
элементом является вещественное число еди­
ница .  Обратным элементом для числа а > О 
служит число 1 /а . 

3) Линейное пространство образует абе­
леву группу относительно сложения элемен­
тов. Эта операция представляет собой закон 
композиции.  Согласно аксиомам линейного 
пространства этот закон ассоциативен и ком­
мутативен. Нейтральным элементом является 
нулевой элемент пространства, обратным эле­
ментом для элемента х - элемент -х. 

1 
1 

S1 

Рис . 9 . 1 

Sz 

4) Пусть BCD - равносторонний треугольник (рис. 9. 1 ) .  Рассмот­
рим следующее множество А операций ,  совмещающих треугольник 
с самим собой : 

1 °. Поворот а на 2тг /3 вокруг центра Н , переводящий В в С. 
1 О Линейная алгебра 
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2°. Поворот {3 на 41Г /3, переводящий В в D.  
3°. Симметрия 81 , переводящая С в D.  
4°. Симметрия 82 , переводящая D в В . 
5°. Симметрия 83 , переводящая В в С.  
6°. Тождественная операция 1 . 

[ гл .  9 

Следующая таблица представляет закон композиции элементов 
множества А : 

1 а f3 81 82 8з 1 1 а f3 81 82 8з 
а а f3 1 82 8з 81 f3 f3 1 а 8з 81 82 
81 81 82 8з 1 f3 а 

82 82 81 8з а 1 f3 
8з 8з 82 81 f3 а 1 

(Правило пользования  этой таблицей легко понять на примере после­
довательного проведения операций 81 , а затем 82 : 8281 = {3 .  

Приведенный закон композиции ассоциативен, но  не  коммутативен ,  
существует нейтральный элемент - тождественная операция 1 . Каж­
дая операция имеет обратную (в каждой строке и столбце таблицы 
имеется тождественная операция) . 

Таким образом ,  множество А операций с указанным законом ком­
позиции представляет собой группу, очевидно, не коммутативную. 

5) Группы перестановок . 
Взаимно однозначное отображение f произвольного множества В 

на себя называется перестановкой множества Е.  При этом всякий 
элемент а множества Е переходит в элемент / (а) , обратная переста­
новка 1- 1 переводит / (а) в а. Перестановка / (а) = а  для любого а 
м ножества Е называется тождественной перестановкой . 

Если множество Е состоит из элементов а, Ь, с, . . .  , то перестанов­
ку f этого множества записывают следующим образом:  

f ( а Ь с · · ·) 
= f (а} f (b} /(с} . . . · 

В множестве Р перестановок множества Е естественным образом 
определяется закон композиции:  если /1 и /2 - перестановки Е, то 
последовательное проведение /2 о f 1 этих перестановок представляет 
собой некоторую перестановку множества Е. Легко видеть, что компо­
зиция ассоциативна .  

Если множество Р содержит тождественную перестановку, обрат­
ную перестановку для каждой своей перестановки f и вместе с любы­
ми двумя перестановками  /1 , /2 их композицию /1 о /2 , то, очевидно, 
Р представляет собой группу.  
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Все перестановки множества Е образуют группу. Для конечного 
множества Е из n элементов эта группа называется симметричной 
группой 8n . 

Обратимся к примеру 4) ,  в котором были рассмотрены операции 
совмещения равностороннего треугольника ВС D с самим собой. Обо­
значим через Е множество вершин этого треугольника :  Е = (BCD) .  

Очевидно, группу операций,  рассмотренную в примере 4) , можно 
получить, обращаясь к следующей группе перестановок: 

1 = (: с g) . а = (� с �) . {j = (g с g) ' с D в 

81 = (: с g) ' 82 = (� с �) . 8з = (� с g) . D с в 

6) Рассмотрим группу Z2 , состоящую из двух элементов о и 1 ,  
в которой умножение определено по правилу: 

0 · 0 = О, о . 1 = 1 ,  1 . о = 1 ,  1 . l = о. (9 . 1 )  

Единицей группы является элемент О. 
Эту группу называют группой вычетов по модулю 2 .  
7) Рассмотрим группу, состоящую из двух элементов: 1 )  тож­

дественное преобразование евклидова пространства (обозначим этот 
элемент через О) ; 2) отражение евклидова пространства относительно 
начала координат (обозначим этот элемент через 1 ) .  

Очевидно, умножение (т. е .  последовательное проведение операций 
1 )  и 2)) элементов О и 1 будет проводиться по правилу (9. l ) .  Мы видим,  
что рассматриваемая группа отличается от группы Z2 (пример 6) лишь 
природой элементов. Групповые свойства этих двух групп одинаковы. 

Отметим следующие свойства групп (мы будем использовать муль­
типликативную форму записи композиции) .  

Теорема 9. 1 .  Если аа- 1 = е,  то а- 1 а = е .  
До к а з  а т  е л ь  с т  в о .  Пусть х - обратный элемент для элемен­

та а- 1 : 

Тогда а = ае = а(а- 1 х) = (аа- 1�х = ех, т. е. а =  ех . Следовательно, 
а- 1 а = а- 1 (ех) = (а- 1 е)х = а- х = е ,  т. е.  а- 1 а = е. Теорема дока­
зана. 

Теорема 9.2. Для любого элемента а группы справедливо соот­
ношение еа = а. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. По теореме 9 . 1 а- 1 а = е и, кроме того, 
аа- 1 = е. Поэтому еа = (аа- 1 )а = а(а- 1 а) :::; а, т. е.  еа = а. Теорема 
доказана . 

Теорема 9.3. Если ах = е и ау = е ,  то х = у. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как ау = е ,  то у - обратный элемент 

для а, и поэтому, согласно теореме 9. 1 ,  уа = е. Имеем далее у = уе = 
= у(ах) = (уа)х = ех = х . Теорема доказана. 
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Из доказанных теорем вытекают следующие важные следствия .  
С л е д с т в и е  1 .  Обратным элементом для элемента а- 1 слу­

жит элемент а .  Или,  иначе, элемент а- 1 является как правым, 
так и левым обратным элементом для элемента а (т. е. аа- 1 = е 
и а- 1 а = е) . 

С л е д с т в и е  2 . В любой группе уравнения ах = Ь и уа = Ь 
однозначно разрешимы. Решениями этих уравнений служат соот­
ветственно элементы х = а- 1 ь и у = ьа- 1 • 

С л е д  с т  в и е 3. В группе имеется единственный нейтральный 
элемент (единица группы) (если ае = а  и ае* = а, то е = е * ) .  

3 а м е ч  а н  и е .  Отметим,  что обратным элементом ( аЬ  ) - 1 для про­
изведения аЬ служит элемент ь- 1 а- 1 • 

Действительно, используя ассоциативное свойство умножения,  по­
лучим (аЬ) (ь- 1 а- 1 ) = а (ьь- 1 ) а- 1 = аеа- 1 = аа- 1 = е .  

3. Изоморфизм групп. Подгруппы. Примеры , рассмотренные 
в предыдущем пункте (см.  примеры 4 и 5, примеры 6 и 7) показывают, 
что существуют группы ,  отличающиеся природой своих элементов, 
но обладающие одинаковыми групповыми свойствами .  Такие группы 
естественно назвать изоморфными. 

Сформулируем точное определение этого понятия .  
Определение 1 .  Две  группы G 1 и G2 называются изоморфными, 

если существует взаимно однозначное отображение f группы G1 на 
группу G2 такое, что для любых элементов а и Ь из G1 выполняется 
условие f (ab) = / (а)/ ( Ь) .  

Заметим ,  что если е 1 - единица группы G1 , а е2 - единица груп­
пы G2 , то / (е 1 ) = е2 . Действительно, /(е 1 ) = /(е 1 е 1 ) = /(е 1 ) х / (е 1 } , 
и умножение на элемент, обратный к /(е 1 ) ,  показывает, что е2 = 
= /(е 1 ) .  

Отметим также ,  что обратное отображение 1- 1 группы G2 на 
группу G 1 для любых элементов х и у из G2 удовлетворяет условию 

1- 1 (ху) = 1- 1 (х )/- 1 (у) . 

Кроме того, для любого а из G1 из равенства е2 = / ( е 1 ) = 
= / (аа- 1 ) = / (а) / (а- 1 ) следует, что обратным к элементу / (а) 
является элемент f (а  - I ) .  

Таким образом , изоморфные группы,  рассматриваемые абстрактно, 
без указания природы их элементов, с точки зрения групповых свойств 
неразличимы.  

3 а м е ч  а н  и е 1 .  Обычно соответствие между изоморфными груп­
пами G 1 и G2 , называется изоморфизмом или изоморфным отоб­
ражением одной группы на другую (конечно, при этом обе группы 
равноправны ) .  

3 а м е ч  а н  и е 2 .  Изоморфное отображение группы G на  себя назы­
вается автоморфизмом. 

Автоморфизмы группы определенным образом характеризуют ее 
симметрию.  
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Если отдельные автоморфизмы группы рассматривать как некото­
рые элементы, а последовательное проведение автоморфизмов - как 
произведение соответствующих элементов, то автоморфизмы сами об­
разуют группу (единичным элементом будет тождественный автомор­
физм) .  

Эта группа называется группой автоморфизмов данной группы.  
Легко убедиться ,  что группа автоморфизмов группы Z2 (см.  при­

мер 6 предыдущего пункта) изоморфна этой же группе. 
Важную роль в теории групп играет понятие подгруппы. 
Определение 2. Подмножество G 1 элементов группы G называется 

подгруппой этой группы,  если выполнены условия: 1 )  если элемен­
ты а и Ь принадлежат G 1 , то и аЬ принадлежит G 1 , 2) если эле­
мент а принадлежит G 1 , то и обратный элемент а- 1 также принадле­
жит G1 . 

Подгруппа G 1 группы G, рассматриваемая как самостоятельное 
множество, в котором определена операция умножения по закону ком­
позиции из объемлющей группы G,  представляет собой группу. 

Проверка этого утверждения не представляет затруднений .  
Простейшей подгруппой любой группы является ее единичный эле­

мент. Другим примером может служить подгруппа G 1  всех четных 
чисел в группе G относительно сложения всех целых чисел . 

4. Смежные классы. Нормальные делители. Пусть Н1 и Н2 -
произвольные подмножества группы G.  

Произведением подмножеств Н1 и Н2 назовем подмножество Н3 , 
состоящее из всех элементов вида h 1 h2 , где h 1 Е Н1 , h2 Е Н2 . 

Для произведения подмножеств используется обозначение 

(9.2) 

Рассмотрим случай ,  когда Н1 состоит из одного элемента h.  Тогда , 
согласно (9.2) , произведение Н1 и Н2 можно записать в виде hH2 . 
Отметим,  что если подмножества Н1 и Н2 я вляются подгруппами 
группы G, то их произведение Н1 Н2 , вообще говоря , не является 
подгруппой. 

Пусть Н - подгруппа группы G, а - элемент группы G .  Мно­
жество аН называется левым смежным классом,  а множество На -
правым смежным классом подгруппы Н в G.  

Конечно, при  выборе другого элемента вместо а, правые и левые 
классы подгруппы Н в G, вообще говоря , изменяются. 

Отметим следующие свойства смежных классов (эти свойства фор­
мулируются лишь для левых смежных классов, для правых смежных 
классов они формулируются аналогично) . 

1 °. Если а Е Н,  то аН := Н. 
2°. Смежные классы аН и ЬН совпадают, если а- 1 ь Е Н. 
3°. Два смежных класса одной подгруппы Н либо совпадают, либо 

не имеют общих элементов. 
4°. Если аН - смежный класс, то а Е аН. 
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Первое из отмеченных свойств очевидно . Убедимся в справедли­
вости свойства 2°. Так как ,  согласно 1 °, а- 1 ЬН = Н, то ,  поскольку 
аа- 1 = е ,  имеем ЬН = (аа- 1 ) ЬН = а(а- 1 Ь) Н = аН. Тем самым свой­
ство 2° установлено. 

Перейдем к доказательству третьего свойства . Очевидно, достаточ­
но доказать, что если смежные классы аН и ЬН имеют общий элемент, 
то они совпадают. 

Пусть элементы h 1 Е Н и h2 Е Н такие, что 

ah 1 = Ьh2 . (9.3) 

(равенство (9.3) означает, что классы аН и ЬН имеют общий элемент) . 
Поскольку Н - подгруппа группы  G, то элемент h 1 h2 1 принадле­
жит Н. Отсюда и из (9.3) получаем 

а- 1 Ь = h 1 hz 1 Е Н. 

Следовательно, согласно свойству 2°, аН = ЬН. Свойство 3° доказано. 
Свойство 4° следует из того, что подгруппа Н содержит единичный 

элемент е ,  и поэтому ае = а Е аН. 
Пусть Н - подгруппа G,  для которой все левые смежные классы 

одновременно я вляются правыми смежными классами .  В этом случае 
для любого элемента а должно иметь место соотношение 

аН = На. (9.4) 

Действительно, согласно свойству 4°, элемент а Е аН. С другой 
стороны ,  класс аН я вляется одновременно некоторым классом Н Ь, 
который ,  очевидно (в силу того, что а Е НЬ) , совпадает с множе­
ством На.  

Подгруппа Н, для которой все левые смежные классы являют­
ся правыми  смежными классами ,  называется нормальным делителем 
группы G.  

Справедливо следующее утверждение. 
Если Н - нормальный делитель группы G, то произведение 

смежных классов представляет собой также смежный класс. 
Действительно, пусть аН и ЬН - смежные классы.  Тогда , по опре­

делению произведения смежных классов как подмножеств группы G, 
с учетом (9.4) получим  

аНЬН = а(НЬ) Н = а(ЬН) Н = (аЬ) (Н Н) = (аЬ) Н ,  

т .  е .  произведение смежных классов аНЬН есть смежный класс (аЬ)Н. 
5. Гомоморфизмы. Фактор-rруппы. Пусть G - группа с эле­

ментами  а, Ь, с ,  . . .  и G - некоторое множество , в котором определен 
закон композиции его элементов а, Б, ё, . . .  Мы будем использовать 
мультипликативную форму записи композиции :  ё = iib, а элемент ё 
будем называть произведением элементов а и Б. 



§ l 1 ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА ГРУПП 253 

Определение 1 .  Отображение f группы G на множество G 1) : 
f : G -+ G (9.5) 

называется гомоморфизмом, если для любых элементов а Е G и Ь Е G 
выполняется соотношение 

f (ab) = / (а ) f(b) , (9.6) 

где / (а) , f(b) и f(ab) - образы элементов а, Ь и аЬ при отображе­
нии /. 

При этом G называется гомоморфным образом G. В случае, если G 
является подмножеством G, для гомоморфизма (9.5) употребляется 
наименование эндоморфизм. 

3 а м е ч  а н и е, Если задано гомоморфное отображение (гомомор­
физм) группы G на множество G, то все элементы группы разбива­
ются на непересекающиеся классы :  в один  класс объединяются все те 
элементы G, которые отображаются в один  и тот же элемент множе­
ства G. 

Справедливо следующее утверждение.  
Теорема 9.4. Гомоморфный обр_аз группы является группой. 
Д о  к а з  а т  е л  ь с т  в о .  Пусть а, Ь, ё, . . . - элементы гомоморфного 

образа G группы G при гомоморфизме /. Это означает, что в �руппе G 
можно указать такие элементы а , Ь, с , " . ,  что а = f (a) , Ь = f(Ь) , 
ё = f(с) ,  . . .  

Тогда в множестве G умножение элементов согласовано с прави­
лом (9.6) . 

Проверим ,  что эта операция умножения удовлетворяет требованиям 
1 °, 2° и 3° определения 2 группы (см . п .  2 этого параграфа) .  

_ l 0• Асt;_оциативность умножения. Составим два произведения 
а(Ьё) и (аЬ)ё. Согласно правилу (9.6) имеем 

а(Бс) = /(а) (!(Ь) f(c) ) = f(a) f(Ьс) = f(abc) , 

(аЬ)ё = (!(а) f(b) )  /(с) =  f (ab) f (c) = f (abc) . 

Сопоставляя эти соотношения ,  получим а(Ьё) = (аЬ)ё. Следовательно, 
ассоциативность умножения элементов выполняется . 

2°. Существование единицы. Обозначим символом ё элемент /(е) , 
где е - единица группы G: 

ё = f(e) .  

Для любого элемента а множества G имеем, согласно правилу (9.6) , 
аё = /(а) f(e) = f(ae) = f(a) = а. 

1 ) Под отображением f группы G на множество G понимается такое со­
ответствие между элементами множеств G и G, при котором каждому эле­
менту а Е G ставится в соответствие лишь один элемент а Е G и каждый 
элемент li Е G является образом по крайней мере одного элемента из G .  Сим­
волически отображение G на G записывается с помощью соотношения (9.5) ) .  
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Следовательно, элемент е действительно играет роль единицы.  
3°. Существование обратного элемента. Обозначим симво­

лом и; - 1 элемент / (а- 1 ) ,  где а- 1 - обратный элемент для элемента а 
в группе G .  

Имеем , согласно (9.6) , u;u; - 1 = /(а) / (а- 1 ) = f (aa- 1 ) = / (е) = е .  
Следовательно, элемент а - 1 играет роль обратного элемента для 

элемента а. 
Итак,  для операции умножения элементов G выполнены требования 

1 °, 2°, 3° определения  2 группы . Поэтому G - группа . Теорема дока­
зана . 

Пусть Н - нормальный делитель группы g. Определим следую­
щее отображение f группы G на множество G смежных классов по 
нормальному делителю Н: если а принадлежит G, то этому элементу 
поставим в соответствие тот класс смежности ,  которому принадлежит 
указанный элемент. Согласно свойству 3° смежных классов (см. преды­
дущий пункт) каждому элементу группы G при таком отображении 
отвечает только один  класс, т. е .  налицо действительно отображение f 
группы G на множество классов смежности по нормальному делите­
лю н. 

Докажем следующую теорему. 
Теорема 9.5. Указанное выше отображение f группы G на смеж­

ные классы по нормальному делителю Н, при определении умноже­
ния классов смежности как подмножеств группы G, представляет 
собой гомоморфизм. 

Д о  к а з  а т  е л ь с т  в о. В конце предыдущего пункта мы доказали 
утверждение о том , что если аН и ЬН - смежные классы,  то про­
изведение аНЬН этих классов как подмножеств G есть смежный 
класс (аЬ)Н. Следовательно, с помощью рассматриваемого отображе­
ния f произведению элементов аЬ ставится в соответствие смежный 
класс (аЬ)Н , равный произведению смежных классов аН и ЬН. По­
этому f - гомоморфизм . Теорема доказана . 

С л е д  с т  в и е. Множество смежных классов группы G по нор­
мальному делителю Н с операцией умножения этих классов как 
подмножеств G образует группу. 

Эта группа называется фактор-группой группы G по нормально­
му делителю Н и обозначается символом G / Н. 

Справедливость следствия вытекает из теоремы 9.4 .  
3 а м е ч  а н  и е .  Очевидно, отображение f группы G на множество 

смежных классов по нормальному делителю Н представляет собой 
гомоморфизм этой группы  на фактор-группу G / Н. 

Рассмотрим следующий п р и м е р . 
Пусть Rn - n-мерное линейное координатное пространство, ко­

торое, как отмечалось в примере 3 п . 2 этого параграфа , является 
абелевой (т. е .  коммутативной) группой относительно сложения эле­
ментов (напомним ,  что точками х этого пространства являются упоря­
доченные совокупности из n вещественных чисел (х 1 , . . .  , xn ) .  причем 
сложение элементов (х 1 , . . .  , xn ) и (у 1 , . . . , Yn ) производится по прави­
лу (х 1 + YI , . . .  , Xn + Yn ) ) . 
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По определению прямого произведения ,  nn представляет собой 
прямое произведение одномерных пространств: 

Rn = Ri i )  х Riz) х . . .  х Rin> · 
Так как ,  например, Rin> представляет собой абелеву подгруппу, 

то, очевидно, R)n) - нормальный делитель группы Rn. Смежным 
классом элемента а из nn служит прямая ,  проходящая через точ­
ку а параллельно прямой Rin> ,  а фактор-группа Rn / R/n) изоморфна 

( n - l ) -мерному подпространству nn- I : 
Rn- 1 R I R I R l = ( 1 ) Х (2) Х · · ·  Х (n- 1 ) • (9.7) 

Отметим,  что обозначение фактор-группы Rn / R/n) определенным 
образом объясняется с помощью соотношения 

Rn / Rin) = Ri 1 > х Ri2J х . . .  х RinJ f  R)n) = Ri 1 > х R/2> х . . .  х R/n- l ) '  
(9.8) 

которое следует из (9. 7) .  Отметим ,  что в формуле (9.8) последний 
знак равенства нужно рассматривать как изоморфизм между соответ­
ствующими группами .  

. Мы доказали ,  что по  нормальному делителю Н определяется го­
моморфизм группы G на фактор-группу G / Н. Справедливо обр�ное 
утверждение: если задан гомоморфизм группы G на множество G, то 
по этому гомоморфизму определяется такой нормальный делитель Н , 
что группа G 1 ) и фактор-группа G / Н изоморфны.  

Докажем две теоремы,  относящиеся к этому утверждению. 
Теорема 9.6.  Пусть f - гомоморфизм группы G на G, и 

пусть Н - множество тех элементов группы G, которые при 
гомоморфизме / отображаются в элемент / ( е ) ,  где е - единица 
группы G. Тогда Н - нормальный делитель группы G .  

До к аз  ат  ел  ь с т  в о .  Достаточно доказать, что Н - подгруппа 
группы G и каждый левый смежный класс по этой подгруппе является 
одновременно и правым смежным классом .  

Убедимся, во-первых, что  Н - подгруппа группы G.  Для этого 
следует доказать, что если а Е Н и Ь Е Н , то аЬ Е Н , а также что если 
а Е Н, то и а - l Е Н. 

Пусть а Е Н и Ь Е Н. Так как f - гомоморфизм , то f (ab} = 
= / (а) / (Ь} = / (е) / (е) . _ 

Но /(е) играет роль единицы в группе G (см . теорему 9.4) . Поэтому 
/(е}/ (е) = / (е ) ,  т. е .  f (ab} = / (е) . Следовательно, аЬ Е Н. 

Далее пусть а Е Н, т. е .  / (а) = / (е� . Тогда если а- 1 - обратный 
элемент для а ,  то аа- 1 = е ,  т. е .  аа- Е Н. Так как f - гомомор­
физм , то f (е) = f (аа- 1 ) = / (а} / (а- 1 ) = / (е ) / (а- 1 ) = f (а- 1 ) . Поэто­
му / (а- 1 ) = f (e) и,  следовательно, а- 1 Е Н. 

1 ) Согласно теореме 9 .4 гомоморфный образ группы представляет собой 
группу. 
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Докажем теперь, что каждый левый смежный класс является одно­
временно и правым смежным классом.  

Пусть а - произвольный элемент группы G. Докажем,  что мно­
жество А элементов группы G, отображающихся при гомоморфизме f 
в элемент f (а) ,  есть одновременно левый и правый смежные клас­
сы аН и На. Этим и будет завершено доказательство теоремы.  

Пусть а' Е А . Рассмотрим уравнение 1) 
ах =  а'. (9.9) 

Та к как f - гомоморфизм и /(а') = / (а) ,  то из этого уравнения 
получаем /(ах} = / (а) / (х} = /(а.') = / (а) ,  т.  е .  / (х) = / (е) . Поэтому 
х Е Н. Но тогда , согласно (9.9) , а' =  ах, т. е. а' Е аН. 

Обращаясь далее к уравнению ха = а' и проводя аналогичные 
рассуждения ,  м ы  убедимся, что х Е Н. Но тогда а' = ха, т. е. а' Е На. 
Таким образом , А = аН = На.  Теорема доказана. 

Теорема 9. 7 (теорема о гомоморфизмах групп) . Пусть f - го­
моморфизм группы G на lJ и Н - тот нормальный делитель 
группы G, элементам которого соответствует при гомоморфиз­
ме f единица группы G 2) . Тогда группа G и фактор-группа G / Н 
изоморфны. 

Д о  к а з  а т  е л ь с т  в о. Установим взаимно однозначное соответствие 
между элементам и  группы lJ и смежными классами по нормальному 
делителю Н: элементу ii группы lJ поставим в соответствие тот смеж­
ный класс , который с помощью f отображается в ii. Очевидно, что это 
соответствие взаимно однозначно,  ибо, согласно свойству 3° смежных 
классов (см . п .  4 этого пара графа ) ,  эти классы не пересекаются.  Если 
определить умножение этих классов как подмножеств группы G и вос­
пользоваться утверждением , доказанным в конце предыдущего пункта , 
то легко видеть ,  что установлен ное только что взаимно однозначное 
соответствие есть изоморфизм . Но классы смежности и есть элементы 
фактор-группы.  Теорема доказана .  

§ 2.  Группы преобразований 

В этом параграфе изучаются группы невырожденных линейных 
преобразований  линейного , и в частности евклидова , пространства . 

1 .  Невырожден�ые линейные преобразования. В п .  1 § 1 
гл . 5 было введено понятие линейного оператора . Напом ним ,  что 
линейным оператором А называлось такое отображение линейного 
пространства V в линейное пространство W, при котором образ суммы 
элементов равен сумме их  образов и образ произведения элемента на 
число равен произведению этого числа на образ элемента. 

1 ) В силу следствия 2 из теоремы 9.3 это уравнение разрешимо. Решением 
будет элемент х = а- 1 а' .  

2) П о  теореме 9.4 G представляет собой группу. 
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Мы будем рассматривать так называемые невырожденные линей­
ные операторы, отображающие данное конечномерное линейное про­
странство V в это же пространство . При этом линейный оператор А 
называется невырожденным, если det А =J О 1 ) • 

Отметим следующее важное свойство невырожденных операто­
ров: каждый такой оператор отображает пространство V на себя 
взаимно однозначно. 

Иными словами ,  если А - невырожденный оператор, то каж­
дому элементу х Е V соответствует только один элемент у Е V,  
который может быть найден по  формуле 

у = Ах, (9. 1 0) 

и если у - любой фиксированный элемент пространства V,  то 
существует только один элемент х такой, что у = Ах. 

Для доказательства второй части сформулированного утверждения 
обратимся к матричной записи действия линейного оператора. Итак,  
если А = (а{ ) - матрица оператора А в данном базисе и элементы 
х и у имеют соответственно координаты х 1 , • • •  , xn и у 1 , • • •  , yn , то, 
согласно формуле (5. 1 4) (см . п. 1 § 2 гл . 5) , соотношение (9. 1 0) перепи-
шется в виде n 

yj = L a{xk , j = 1 ,  2, . . . , n ,  (9. 1 1 ) 
k= I  

и поэтому координаты xk можно рассматривать как неизвестные при 
заданных координатах у;. Так как оператор А невырожденный,  т. е. 
det А =J О, система уравнений (9 . 1 1 )  имеет единственное решение для 
неизвестных xk. Это и означает, что для каждого фиксированного 
элемента у Е V существует только один элемент х такой,  что у = Ах. 

Итак ,  результат действия невырожденного линейного операто­
ра можно рассматривать как отображение линейного простран­
ства V на себя. 

Поэтому при заданном невырожденном операторе мы можем 
говорить о невырожденном линейном преобразовании простран­
ства V, или, короче, о линейном преобразовании пространства V. 

2. Группа линейных преобразований. Пусть V - n-мерное ли­
нейное пространство с элементами х, у ,  z , " . и GL(n) - множество 
всех невырожденных линейных преобразований  этого пространства. 

Определим в GL(n) закон композиции,  который в · дальнейшем 
будем называть умножением. Мы определим умножение линейных 
преобразований из G L(  п) так же , как было определено в п .  2 § 1 гл . 5 
умножение линейных операторов . 

Именно, произведением АВ линейных преобразований А и В из 
множества GL(n) мы назовем линейный оператор, действующий 

1 ) Напомним,  что det А был введен в n. 2 § 2 гл . 5 как определитель матрицы 
линейного оператора в данном базисе . Там же было доказано, что значение 
det А не зависит от выбора базиса . 
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по правилу 
(АВ)х = А(Вх) . (9. 1 2) 

Отметим ,  что, вообще говоря , АВ =/:- ВА. 
Для того чтобы указанное произведение действительно было зако­

ном ком позиции (см . п. 1 § 1 этой главы) , достаточно доказать, что пре­
образование АВ является невырожденным,  а это следует из того , что 
матрица линейного преобразования АВ равна произведению матриц 
преобразований  А и В, а следовательно, det (АВ) = det А х det В =/:- О, 
ибо det А =/:- О  и det В =/:- О. 

Докажем теперь следующую теорему. 
Теорема 9.8. Множество GL(n) невырожденных линейных пре­

образований линейного n-мерного пространства V с введенной вы­
ше операцией умножения представляет собой группу (называемую 
группой линейных преобразований линейного пространства V) .  

Д о  к а з  а т  е л ь  с т  в о .  Проверим требования 1 °, 2°, 3°  определения 2 
группы (см . п .  2 § 1 этой главы) . 

1 °. Ассоциативность умножения, т. е. равенство 

А(ВС) = (АВ)С 

справедливо, поскольку, согласно (6. 1 2) ,  произведение линейных пре­
образований  заключается в их последовательном действии, и поэтому 
линейные преобразования А(ВС) и (АВ)С совпадают с линейным 
преобразованием АБС и ,  следовательно, тождественны .  

2°. Существование единицы. Обозначим символом 1 тождественное 
преобразование .  Это преобразование невырожденное, так как det 1 = 

= 1 . Очевидно , для любого преобразования  А из GL(n) справедливо 
равенство AI = IA = А. 

Следовательно, линейное преобразование 1 играет роль единицы . 
3°. Существование обратного элемента. Пусть А - любое фикси­

рованное невырожденное линейное преобразование. Обратимся к коор­
динатной записи (9. 1 1 )  этого преобразования . Так как det А =/:- О, то из 
системы (9 . 1 1 ) можно по заданному у (по заданным координатам yj ) 
единственным образом определить х (координаты xk ) .  Следовательно, 
определено обратное преобразование л- 1, которое, очевидно, будет 
линейным (это следует из (9. 1 1 ) ) ;  кроме того, по самому определению 
л- 1 А = 1. Поэтому линейный оператор А- 1 играет роль обратного 
элемента для А. 

Итак ,  для операции умножения элементов из GL(n) выполнены 
требования  1 °, 2°, 3° определения  2 группы. Поэтому GL(n) - группа . 
Теорема доказана . 

3. Сходимость элементов в группе GL(n) . Подгруппы груп­
пы GL(n) .  В этом и дальнейших пунктах этого параграфа мы будем 
рассматривать группу GL(n) в n-мерном евклидовом пространстве V. 

Введем понятие сходимости в группе GL(n) .  
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Определение. Последовательность элементов {An } из GL{n) на­
зывается сходящейся к элементу А Е G L{n) , если для любого х из V 
последовательность { Anx} сходится к Ах 1 ) . 

Понятие сходимости в G L( n) мы  используем ниже при введении 
так называемых компактных групп .  

Рассмотрим следующие типы подгрупп группы GL{n) . 
l 0• Конечные подгруппы, т. е. подгруппы,  содержащие конечное 

число элементов. 
Примером конечной подгруппы может служить подгруппа отраже­

ний относительно начала координат, содержащая два элемента - тож­
дественное преобразование и отражение относительно начала (см. при­
мер 7 п. 2 § l этой главы) . 

2°. Дискретные подгруппы, т. е. подгруппы,  содержащие счетное 
число элементов. 

Примером такой подгруппы может служить подгруппа поворотов 
плоскости около начала координат на углы ktp ,  k = О, ± l ,  ±2, . . .  , где 
tp - угол , несоизмеримый с 7Г .  

3°. Непрерывные подгруппы, т .  е .  подгруппы, содержащие более чем 
счетное число элементов. 

Подгруппа всех поворотов трехмерного пространства вокруг фик­
сированной оси представляет собой пример непрерывной подгруппы. 

Среди непрерывных подгрупп группы GL{n) выделяются так назы­
ваемые компактные подгруппы, т. е .  подгруппы,  у которых из любого 
бесконечного множества ее элементов можно выделить последователь­
ность, сходящуюся к элементу этой подгруппы.  

4. Группа ортогональных преобразований. В группе GL{n) 
выделяется специальная подгруппа так называемых ортогональных 
преобразований. Эти преобразования ,  рассматриваемые как отдельное 
множество, образуют группу, называемую ортогональной группой . 

Введем понятие ортогональных преобразований .  
Напомним ,  что мы рассматриваем невырожденные линейные пре­

образования . Понятие такого преобразования  равнозначно понятию 
невырожденного оператора , т. е .  оператора А, для которого det А -:/:- О. 

Напомним теперь введенное в § 9 гл . 5 понятие ортогонального 
оператора , действующего в вещественном евклидовом пространстве V. 

Именно, линейный оператор Р мы назвали ортогональным,  если 
для любых х и у из V справедливо соотношение 

(Рх, Ру) = (х, у) . (9. 1 3) 

Результат действия ортогонального оператора Р будем называть 
ортогональным преобразованием Р. 

В теореме 5 .36 было доказано, что оператор Р является ортогональ­
ным тогда и только тогда , когда существует обратный  оператор p- I 

1 ) Последовательность { Anx} представляет собой последовательность то­
чек пространства V. Поэтому сходимость последовательности {Anx} понима­
ется в обычном смысле . 
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и выполняется равенство 
р- 1 = Р* . (9. 1 4) 

В этом равенстве Р* - оператор, сопряженный к Р.  
Таким образом, если преобразование Р является ортогональным ,  

то у этого преобразования  есть обратное р- 1• Отсюда следует, что 
каждое ортогональное преобразование является невырожденным. 
Действительно, поскольку pp- I = 1, где 1 - тождественное преобра­
зование,  то 

det Р · det p- I = det 1 = 1 , 

т. е .  det Р =F О. Следовательно, ортогональное преобразование Р невы­
рожденное. 

Отметим следующее важное свойство ортогональных преобразо­
ваний .  

Теорема 9.9. Множество всех ортогональных преобразований 
евклидова пространства V с обычной операцией умножения линей­
ных преобразований образует группу, называемую ортогональной 
группой и обозначаемую символом О(п) . 

Д о  к а з  а т  е л  ь с т  в о .  Достаточно доказать, что произведение ор­
тогональных преобразований  представляет собой ортогональное пре­
образование .  Существование обратного преобразования (обратного 
элемента) для данного ортогонального преобразования доказано в тео­
реме 5.36 (см .  также только что сделанное замечание) . 

Итак ,  пусть Р 1 и Р2 - ортогональные преобразования .  Рассмотрим 
произведение Р 1 Р2 • Согласно теореме 5.36 нам достаточно доказать 
соотношение 

(9. 1 5) 

В п .  1 § 5  гл . 5 (см . свойство 5° сопряженных операторов) мы 
установили ,  что {Р 1 Р2) * = P_iPj . Используя это соотношение и орто­
гональность преобразований  t' 1 и Р2 , получим  

{Р 1 Р2 } {Р 1 Р2} *  = {P 1 P2 ) (P2Pi ) = P 1 (P2P2 )Pj = P1 IPj = P1 Pj = 1 . 

Таким образом , соотношение (9. 1 5) доказано. Теорема доказана .  
3 а м е ч  а н  и е 1 .  Очевидно, ортогональная группа является подгруп­

пой группы GL{n} . 
3 а м е ч  а н  и е 2 .  Значение определителя det Р ортогонального 

преобразования Р удовлетворяет соотношению 

{det P)2 = 1 .  (9. 1 6) 

Таким образом , 
det P = ± 1 .  (9. 1 7) 

Для доказательства (9. 1 6) заметим,  что для матрицы Р преобразо­
вания  Р справедливо соотношение 

РР' = / ,  (9. 1 8) 
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где Р' - транспонированная матрица, полученная из Р перестановкой 
строк и столбцов, а / - единичная матрица . 

Так как det Р· = det Р' (при перестановке строк и столбцов опре­
делитель не меняется) и det / = 1 ,  то из соотношения (9. 1 8) следует, 
что ( det Р)2 = 1 ,  т. е. det Р = ± 1 .  Поскольку, по определению,  det Р 
вводится как определитель матрицы Р в любом базисе, то соотноше­
ния (9. 1 6) и (9. 1 7) доказаны .  

Соотношение (9. 1 7) для определителя ортогонального преобразова­
ния служит основой для разделения всех таких преобразований на два 
класса .  

В первый класс мы отнесем все ортогональные преобразования, 
для которых det Р = + 1 .  Эти преобразования  в дальнейшем будем 
называть собственными. 

Во второй класс отнесем все ортогональные преобразования,  для 
которых det Р = - 1 .  Такие преобразования  будем называть несоб­
ственными. 

Множество всех собственных ортогональных преобразований обра­
зует группу, называемую собственной ортогональной группой. Эта 
группа обозначается символом SO(n) . 

Можно доказать, что каждая группа SO(n) компактна. 
5. Некоторые дискретные и конечные подгруппы ортогональ­

ной группы. В этом пункте мы не будем стремиться к полноте изложе­
ния .  На отдельных примерах мы постараемся выяснить характеристики 
некоторых подгрупп ортогональной группы .  

Отметим,  что конечные и дискретные подгруппы группы 0(3) име­
ют важное значение в кристаллографии .  

1 °. Рассмотрим двумерную ортогональную группу 0(2) .  В этой 
группе можно выделить дискретную подгруппу поворотов на угол kip,  
k = 0, ± 1 , ±2,  . . .  

Обозначим буквой а элемент этой подгруппы,  отвечающий значе­
нию k = + 1 .  Тогда , очевидно , элемент ak . отвечающий повороту на 
угол kip при k > О равен ak = а · а . . . а . Это соотношение можно ....___,___ k раз 
сокращенно записать в следующей форме: 

Если обозначить символом а- 1 элемент, обратный элементу а 
(а- 1 - элемент, отвечающий повороту на угол -ip) ,  и единицу рас­
сматриваемой подгруппы обозначить ао , то, очевидно, любой эле­
мент ak При отрицательном , положительном и нулевом значении k 
можно записать в виде 

(9. 1 9) 

Группы, элементы ak которых могут быть представлены в ви­
де (9. 1 9) ,  называются циклическими. 

Очевидно, что циклические группы являются дискретными. 
Отметим два типа циклических подгрупп поворотов:  
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l )  если ip f. 21Гр/q , где р и q - целые числа (т. е. угол несоизмерим 
с 1Г) , то все элементы ak различны;  

2) если ip = 21Гр/ q , где р и q - взаимно простые числа , то спра­
ведливо соотношение ak+q = ak ,  т. е .  aq = а0. 

Группы ,  для которых выполняется последнее соотношение, называ­
ются циклическими группами порядка q . 

2°. Обратимся теперь к так называемым подгруппам зеркальной 
симметрии. 

Каждая подгруппа зеркальной симметрии состоит из двух элемен­
тов: единица (тождественное преобразование) и отражение либо отно­
сительно какой-либо плоскости ,  либо относительно начала координат. 

Убедиться в том , что тождественное преобразование и отражение 
образуют группу, весьма просто - достаточно заметить, что два после­
довательных отражения дают тождественное преобразование (см. при­
мер 7 п .  2 § l этой главы) . 

Рассмотрим ,  например, подгруппу {1, Р} группы 0(3) , состоящую 
из единицы 1 и отражения Р трехмерного пространства относительно 
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Так как определитель det Р = - 1 , то подгруппа {1, Р} является 

несобственной.  В примере 7 п. 2 § l этой главы отмечалось, что под­
группа {1, Р}  изоморфна группе Z2 вычетов по модулю 2. 

Докажем следующее утверждение. 
Рассматриваемая подгруппа {1, Р}  представляет собой нор­

мальный делитель группы 0 (3) . 
Нам требуется доказать, что для любого элемента а из 0(3) спра­

ведливы соотношения 

al = la, аР = Ра (9. 20) 

(эти соотношения показывают, что левый и правый смежные классы 
подгруппы {1 ,  Р}  совпадают, что является признаком нормального де­
лителя) .  

Первое из  соотношений  (9 .20) очевидно. 
Для доказательства второго соотношения воспользуемся следую­

щими очевидными свойствами отражения Р: 

РР = 1 ,  РаР = а ,  а Е 0(3) . 

Умножая соотношение РаР слева на Р и пользуясь равен­
ством РР = 1, получим второе соотношение (9.20) . 

Докажем теперь следующее утверждение. 
Подгруппа 80(3) собственных ортогональных преобразований 

группы 0(3) изоморфна фактор-группе группы 0(3) по нормальному 
делителю {1,  Р } .  

Д о к а з а т е л ь с т в о . Смежный класс элемента а Е 80(3) п о  под­
группе {1, Р} имеет вид {а ,  Ра} , причем Ра - несобственное преоб-



§ 2 ) ГРУППЫ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ 263 

разование (произведение собственного преобразования а и несобствен­
ного преобразования Р дает несобственное преобразование) . 

Если а' - несобственное преобразование,  то смежный класс 
{а', Ра' } приводится к виду {а , Ра} , где а = Ра' - собственное пре­
образование и Ра = Р(Ра') = (РР)а' = а' . 

Таким образом , фактор-группа 0(3/ {1, Р})  состоит из смежных 
классов вида {а ,  Ра} , где а - собственное преобразование .  Очевидно, 
что соответствие а н {а , Ра} есть изоморфизм между группами  80(3) 
и 0(3) /{1, Р} . Утверждение доказано . 

6. Группа Лоренца. В п .  1 § 4 гл . 8 мы ввели понятие псевдо­
евклидова пространства E(n ) ' т. е. линейного пространства, в ко-р. q  
тором задано скалярное произведение (х, у) , равное невырожденной 
симметричной билинейной форме А(х, у) , полярной знакопеременной 
квадратичной форме А(х, х) :  

(х, у) = А(х, у) . (9.2 1 ) 

В п. 2 § 4  гл . 8 было отмечено , что в так называемой галилеевой 
системе координат квадрат интервала 

s2 (х) = (х, х) (9.22) 

(так обычно называется квадрат длины вектора х с координата­
ми (х 1 , х2 , . . .  , Xn ) ) имеет вид 

р n 
s2 (x) = L: x� - L х; . 

i= I i=p+ I  
(9.23) 

Введем понятие преобразования Лоренца псевдоевклидова про­
странства E(

n ) • p. q 
Определение. Линейное преобразование Р псевдоевклидова про-

странства E(n ) называется преобразованием Лоренца, если для лю­р. q 
бых х и у из E(,,. q) 

справедливо соотношение 

(Рх, Ру) = (х, у) , (9.24) 

где (х, у) - скалярное произведение, определенное соотношени­
ем (9.2 1 ) .  

Равенство (9.24) называется условием лоренцовости преобразо­
вания . 

Отметим, что при преобразовании  Лоренца сохраняется квадрат 
интервала s2 (x) , определенный соотношением (9.22) (или (9.23) ) .  

Так же, как в п .  4 этого параграфа , можно доказать, что  определи­
тель det Р преобразования Лоренца отличен от нуля,  и поэтому для 
каждого преобразования Лоренца Р существует обратное преобразова­
ние р- 1• 

Кроме того, по самому смыслу определения преобразования Лорен­
ца , произведение таких преобразований дает в результате преобразо­
вание Лоренца . Таким образом, справедливо следующее утверждение. 
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Множество всех преобразований Лоренца псевдоевклидова про­
странства Е(р. q) с обычной операцией умножения линейных пре­
образований (линейных операторов) образует группу, называемую 
общей группой Лоренца псевдоевклидова пространства E(n ) и обо-р, q 
значаемую символом L(n; р, q) . 

Мы выделим  специальный класс псевдоевклидовых пространств 
Ev . n- I ) (сюда включается интересное с физической точки зрения 
пространство Е(1 • з) ) .  

Группа Лоренца для пространств Ev . n- I ) обозначается через L(n) . 
В п .  1 § 4 гл . 8 (формула (8.69)) было введено понятие длины и (х) 

вектора х, которая вычисляется по формуле 

и (х) = (s ign s2 (x) )Vl s2 (x) j . 
С помощью этой формулы  все ненулевые векторы псевдоевклидова 

пространства разделяются на времениподобные (и (х) > О) , простран­
ственноподобные (и (х) < О) и изотропные (и (х) = О) . Было дока­
зано, что множество концов времениподобных (пространственноподоб­
ных,  изотропных) векторов, начала которых совпадают с произвольной 
фиксированной точкой ,  образует конус Т (конус пространственнопо­
добных векторов обозначается буквой S). Конус Т по соглашению 1 ) 
разделяется на две связные компоненты т+ и т- (конус будущего 
и конус прошлого) так ,  что каждая из этих компонент вместе с векто­
ром х содержит любой вектор Лх, где Л > О. 

Описанное разделение векторов в псевдоевклидовом пространстве 
дает возможность выделить из группы Лоренца L( n) некоторые 
подгруппы .  

Именно, подгруп па группы L(n) ,  преобразования которой переводят 
любой времениподобный вектор снова во времениподобный вектор, 
называется полной группой Лоренца . Для нее используется обозначе­
ние Lt (n ) .  

Выделяется еще одна подгруппа группы L(n) .  В эту подгруппу 
входят преобразования ,  определитель матрицы которых положителен .  
Эта подгруппа обозначается L+ (n )  и называется собственной группой 
Лоренца. 

Собственные преобразования  Лоренца, которые принадлежат под­
группе Lt (n) ,  также образуют подгруппу. Ее часто называют группой 
Лоренца и обозначают символом Li (n ) .  

В заключение этого пункта мы отметим ,  что гgуппы Лоренца , 
в отличие от ортогональных групп, некомпактны ) . 

1 ) В п. 2 § 4  гл . 8 для пространства Минковского Eti . з) указано, как раз­
деляется конус Т на связные компоненты т+ и т-. и дается физическая 
интерпретация этих компонент. 

2) В п . 3 этого параграфа было введено понятие сходимости элементов 
в группу GL(n) в n-мерном евклидовом пространстве и связанное с понятием 
сходимости понятие компактной группы.  
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Для примера докажем некомпактность групп ы  L+ (2) . 
В п .  3 § 4 гл . 8 мы полностью описали эту группу. Напомним,  

что если в El1 • t )  введена система координат (х , у) так,  что квадрат 
интервала задается формулой 

s2 = х2 - у2 , (9.25) 
то преобразования Лоренца из группы L+ (2) пространства El1 • t) зада­
ются формулами 

, х - (Зу , у - (Зх х = 
JI=7j2 . у = JI=7j2 . (9.26) 

Рассмотрим в плоскости (х, у) вектор х с координатами  (О, 1 ) . По фор­
муле (9.26) этот вектор перейдет в вектор XfJ с координатами 

( - (3 1 ) (9.27) JI=7j2 . JI=7j2 . 

Обратимся теперь к последовательности преобразований Лорен­
ца (9 .26) , определяемой значениями fЗn из соотношения 

1 - {32 = � 1 2 n n ' n = . • . . .  (9.28) 

Согласно (9.27) и (9.28) вектор х перейдет при действии указанной 
последовательности преобразований Лоренца в следующую последова­
тельность векторов {xn} с координатами  

(-v'n-=i . Jn ) .  (9.29) 
Таким образом, из бесконечной последовательности преобразований 

Лоренца в группе L+ (2) , определенной соотношениями (9.26) ,  для 
значений f3 из равенств (9.28) нельзя выделить сходящуюся последо­
вательность (напомним ,  что последовательность элементов An группы 
называется сходящейся к элементу А, если для любого х последо­
вательность { Anx} сходится к Ах) ,  ибо последовательность (9.29) 
неограниченная. 

Геометрическая иллюстрация некомпактности группы L+ (2) заклю­
чается в следующем.  

Согласно (9.25) окружность единичного радиуса в псевдоевкли­
довой плоскости будет гиперболой х2 - у2 = 1 ,  являющейся неком­
пактным множеством.  При действии рассмотренной выше последова-

Эти понятия легко переносятся на случай группы в произвольном конечномер­
ном линейном пространстве V. Сначала вводится понятие сходимости точек 
в V (например, можно выбрать в V систему координат и рассматривать сходи­
мость последовательности векторов { Xm} как сходимость последовательностей 
координат . этих векторов) . После этого в полной аналогии с определением 
сходимости в случае группы GL(n) в евклидовом пространстве вводится поня­
тие сходимости в группе, заданной в линейном пространстве, и определяется 
понятие компактной группы в таком пространстве. 
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тельности преобразований  из группы L+ (2) заданная точка на этой 
окружности преобразуется в бесконечно большую последовательность 
точек на указанной выше гиперболе, а из бесконечно большой последо­
вательности точек нельзя выделить сходящуюся последовательность .  

7 . Унитарные rруппы. В этом пункте мы  обратимся к комплекс­
ному линейному пространству. В полной аналогии с п. 2 этого пара­
графа можно рассматривать группы линейных преобразований такого 
пространства . Так как комплексное число определяется двумя веще­
ственными  числами (действительной и мнимой частью) ,  то полная 
линейная группа G L(  п) преобразований п-мерного комплексного ли­
нейного пространства изоморфна полной линейной группе преобразо­
ваний  вещественного 2п-мерного пространства G L(2n) (вместо этого 
символа часто пишут G L(2n, R) , подчеркивая тем самым,  что речь 
идет о группе преобразований  вещественного пространства) .  

В полной линейной группе преобразований  комплексного евклидова 
пространства по аналогии с вещественным евклидовым пространством 
рассматриваются так называемые унитарные группы И (п) , являющие­
ся а налогом ортогональных групп (напомним ,  что в § 7 гл . 5 унитарные 
преобразования  (унитарные операторы) определялись как линейные 
преобразования ,  сохраняющие скалярное произведение; таким же об­
разом в вещественном случае определялись и ортогональные преобра­
зования ) .  

Как и в вещественном случае, в группе И (п ) унитарных преоб­
разований  выделяется подгруппа SU (п) , для которой определители 
унитарных преобразований  равны единице.  

§ 3. Представления групп 
В предыдущем параграфе мы рассматривали группы линейных пре­

образований  линейного пространства . Таким образом, линейные пре­
образования  исследовались с точки зрения их групповых свойств. При 
этом не игнорируются геометрические и другие свойства линейных 
преобразований .  

В этом пара графе нас будет интересовать в определенном смыс.nе 
обратный вопрос - в какой мере свойства абстрактно заданной группы 
могут быть охарактеризованы посредством групп линейных преобразо­
ваний .  

Один из  способов решения этого вопроса заключается в гомоморф­
ном (и в частности ,  изоморфном) отображении абстрактной группы на 
подгруппу (или на всю группу) линейных преобразований .  

Таким образом, возникает понятие представления данной группы 
с помощью подгруппы группы линейных преобразований 1 ) . 

Изучение различных представлений  данной группы позволяет вы­
я вить важные свойства группы,  нужные для различных приложений .  

1 ) Конечно, можно рассматривать и более общий вопрос о представлении 
данной группы путем отображения ее на какую-либо группу преобразований .  
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Во многих разделах физики (кристаллография, теория относитель­
ности ,  квантовая механика и т. д . )  требуется построение представлений 
различных групп (конечных и дискретных подгрупп группы G L (3) , 
групп 0 (3) , L(3) , И (3) , SU (3) и т. д . ) .  Эти построения выходят далеко 
за рамки начальных понятий теории групп и не могут рассматриваться 
в данном руководстве . 

Мы ограничимся некоторыми понятиями ,  используемыми  в теории 
представлений ,  и примерами .  

1 .  Линейные представления групп. Терминология. 
Определение. Линейным представлением группы G в конечно­

мерном евклидовом пространстве En называется такое отображение / ,  
посредством которого каждому элементу а этой группы ставится в со­
ответствие линейное преобразование Та пространства En так ,  что для 
любых а1 и а2 из G выполняется соотношение Т(а 1 а2 )  = Та1 Та2 • 

Таким образом , линейное представление группы G в конечномерном 
евклидовом пространстве En есть гомоморфизм этой группы на неко­
торое подмножество линейных преобразований  этого пространства . 

Используется следующая терминология: пространство En называ­
ется пространством представления, размерность n этого простран­
ства называется размерностью представления, базис в простран­
стве En называется базисом представления. 

Заметим,  что гомоморфный образ / (G) группы  G также называется 
представлением этой группы в пространстве представлений .  

В дальнейшем для краткости n-мерные линейные представления 
группы мы будем называть просто представлениями этой группы.  

Для обозначения представления группы G используется сим­
вол D(  G) ;  различные представления данной группы  отмечаются индек­
сом (например, D(µ) (G) ) .  Символом D(µ) (g) будем обозначать линей­
ное преобразование (линейный оператор) , отвечающее элементу g Е G 
в представлении D(µ) (G) .  

Тривиальным представлением группы G называется гомоморфное 
отображение G в единичный элемент группы G L(n) . 

Если отображение / группы G на подгруппу GL(n) является изо­
морфизмом , то представление называется точным.  

Очевидно, что не  у всякой группы есть точное n-мерное представ­
ление для заданного n . Например, у группы О(  1 0 ) ,  конечно, не может 
быть точного одномерного представления (это следует, в частности ,  из 
того, что группа 0 ( 1 )  абелева , а группа 0 ( 1 0) - не абелева) .  

Отметим ,  что при гомоморфном отображении / группы G в 
G L(  n) получающееся представление группы изоморфно фактор-груп­
пе G /kerп /,  где kerп / - так называемое ядро гомоморфизма /, т. е .  
то множество элементов G, которое при гомоморфизме / отображается 
в единицу группы GL(n) . 

2. Матрицы линейных представлений. Эквивалентные пред­
ставления. Рассмотрим представление D(µ) (G) группы G.  В этом 
представлении каждому элементу g из G отвечает линейное преобра-
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зование D(µ) (g) . Матрицу этого линейного преобразования в базисе 
представления D(µ) (G) мы будем обозначать D(µ)� (g) или D�1) (g) . 

В зависимости от выбора базиса в пространстве представлений 
будет меняться и матрица D�1) (g) , отвечающая элементу g. Есте­
ственно поэтому возникает вопрос об эквивалентных представлениях 
группы в одном и том же пространстве. Сформулируем определение 
эквивалентности представлений .  

Определение. Представления  D(µ i ) ( G) и D(1J2) ( G) группы G 
в одном и том же пространстве En называются эквивалентными, 
если существует такое невырожденное линейное преобразование С 
пространства En, что для каждого элемента g Е G справедливо соот­
ношение D(µ i ) (g) = с- 1 v<"2) (g) С. 

Понятие эквивалентности играет важную роль в теории представ­
лений ,  главным образом в перечислении и классификации представ­
лений .  

Выбор базиса в пространстве представлений важен еще и потому, 
что в каком-либо базисе матрицы, отвечающие элементам группы ,  
могут иметь стандартный ,  достаточно простой вид, который позволяет 
сделать важные заключения об исследуемом представлении .  В сле­
дующем пункте мы дадим некоторую классификацию представлений ,  
опираясь на специальный вид матриц .  

3. Приводимые и неприводимые представления. В этом пункте 
мы обсудим вопрос о том , при каких условиях данное представле­
ние D( G) ,  заданное в пространстве En, индуцирует в подпростран­
стве Е' этого пространства представление D(G) .  

Этот вопрос тесно связан с вопросом о б  описании данного пред­
ставления с помощью более простых представлений ,  которые имеют 
меньшую размерность, чем заданное. 

С решением поставленного вопроса тесно связано понятие инвари­
антного подпространства линейного преобразования (линейного опера­
тора ) .  

Напомним ,  что подпространство Е' называется инвариантным под­
пространством линейного оператора А, если для каждого элемента х 
из Е' элемент Ах принадлежит Е' (см . § 3  гл . 5) . Иными словами ,  
подпространство Е' инвариантно, если действие оператора А на эле­
менты этого подпространства не выводит их из этого подпространства . 
Отметим ,  что само пространство En и нулевой элемент пространства 
являются инвариантными подпространствами любого линейного опера­
тора . 

Можно ввести понятие инвариантного подпространства для пред­
ставления D(G) . Именно, подпространство Е' называется инва­
риантным для представления D(G) ,  если оно инвариантно для 
всякого оператора из D(G) . 

Очевидно, что на инвариантном подпространстве представле­
ния D( G) индуцируется некоторое представление i5 ( G) .  Следует 
отметить, что представление i5 ( G) не сводится к представлению D( G) , 
если инвариантное подпространство Е' не совпадает с En. 
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Поясним теперь понятие приводимого представления. Пусть, на­
пример, все матрицы некоторого трехмерного представления D( G) 
имеют вид 

(А · А ) (а 1 1 а12 : а 1 з ) . .  1 . .  : . . .  : = а21 а22 : а2з , (9.30) О : Аз . . · · · · · · : · · · ·  
О О : азз 

где А 1 . А2 . Аз и О соответственно обозначают матрицы 

(а � з) ,  (азз) ,  (О, О} . а2з 
Легко проверить ,  что произведение матриц вида (9.30) подчиняется 
закону (�� . .  : . .  �� ) (��: . � .  �� ) = (��.��' . .  : . . .  ��: . )  . 

о : АЗ о : АЗ' о : АЗАЗ' 
т. е. произведение матриц вида (9.30) есть матрица вида (9.30) . Более 
того, при умножении матриц этого вида изолированно перемножаются 
матрицы А\ и А\' и матрицы А� и А� .  

Таким образом , мы видим ,  что матрица А 1 = (а 1 1  а 1 2) образует а21 а22 
двумерное представление рассматриваемой группы ,  а матрица Аз = 

= (а33 ) образует одномерное представление этой же группы.  
В таких случаях  говорят, что представление D(G) приводимо. 
Если все матрицы (речь идет о квадратных матрицах порядка n) 

операторов представления имеют вид 

(9.3 1 )  

где А 1 и А2 - квадратные матрицы, вообще говоря, разных порядков, 
то ясно, что матрицы А 1 и А2 образуют представления,  сумма размер­
ностей которых равна п. 

В этом случае представление называется вполне приводимым. От­
метим, что операторы ,  матрицы которых имеют вид (9.3 1 ) ,  фактически 
редуцируются к двум операторам ,  действующим независимо в двух 
инвариантных подпространствах .  

Заметим также, что представление, индуцируемое на инвариантном 
подпространстве данным представлением D(G) ,  называется частью 
представления D(G) . 

В заключение этого пункта сформулируем понятие неприводимого 
представления .  

Представление D(  G) группы G называется неприводимым, если 
у этого представления существуют лишь два инвариантных под­
пространства: En и О.  

В противном случае представление называется приводимым. 
Роль неприводимых представлений заключается в том, что любое 

представление может быть выражено через неприводимые. 
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4. Характеры. В теории представлений групп ,  и в особенности 
в теории представлений  конечных групп ,  полезную роль играют ин­
варианты линейных преобразований ,  образующих представление. Важ­
ность инвариантов ясна еще и потому, что они не зависят от выбора 
базиса представления  и поэтому в определенном смысле характеризуют 
представление. 

Пусть D(G) - п-мерное представление группы G и n; (g) -
матрица оператора , отвечающего элементу g из G. 

Характером элемента g Е G в представлении D(G) называется 
число x(g) = t r  n; (g) = D/ (g) + D§ (g) + . . .  + D� (g) . 

Таким образом , характер элемента g есть след матрицы опера­
тора D(g) . 

Так как след матрицы линейного оператора представляет собой ин­
вариант (см . п .  3 § 2 гл . 5) ,  то  характер любого элемента не зависит 
от базиса представления и поэтому является инвариантом.  

Итак ,  каждому элементу g Е G представления D(  G) отвечает чис­
ло - характер этого элемента . 

Поскольку у различных элементов могут быть одинаковые харак­
теры ,  то следует выяснить вопрос о том , каким элементам группы 
отвечают одинаковые характеры .  Для решения этого вопроса введем 
понятие сопряженных элементов и классов сопряженных элементов 
в данной группе G.  

Элемент Ь Е G называется сопряженным элементу а Е G, если 
существует такой элемент и Е G, что 

uau- 1 = Ь. (9.32) 

Отметим следующие свойства сопряженных элементов. 
1 )  Каждый элемент а сопряжен самому себе. Действительно, если 

е - единица группы ,  то, очевидно , справедливо соотношение еае- 1 = 

= а , которое и означает, что а - элемент, сопряженный а . 
2) Если элемент Ь сопряжен элементу а ,  то элемент а сопряжен 

элементу Ь. Это свойство сразу же вытекает из (9.32) . Действительно, 
умножая обе части (9.32) слева на u- 1 и справа на и, получим и- 1 ьи = 

= а . Замечая ,  что обратным элементом для элемента и- 1 я вляется 
элемент и, мы убедимся в справедливости сформулированного свой­
ства . 

3) Если Ь - сопряженный элемент для а и с - сопряженный 
элемент для Ь, то с - сопряженный элемент для а . 

Действительно, так как с =  vbv- 1 и Ь = иаи- 1, то, очевидно, 

(9.33) 

Так как обратным элементом для элемента vu я вляется эле­
мент u- 1 v- 1 , то из (9.33) следует, что элемент с сопряжен элементу а. 

Объединим в один  класс все те элементы группы ,  которые сопряже­
ны данному элементу а . Таким образом , согласно свойству 3) , каждый 
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элемент класса сопряжен любому элементу этого класса .  Очевидно, 
два таких класса либо совпадают, либо не имеют общих элементов. 

Вернемся теперь к представлениям групп .  
Пусть а и Ь - сопряженные элементы, т .  е .  справедливо соотноше­

ние (9 .32) : 

Обратимся к операторам D(a) , D (b) , D (u) и D(u- 1 ) . Согласно 
определению  представления группы оператор D \ u- 1 ) является обрат­
ным  для оператора D(u) , т. е .  D(и- 1 ) = (D (u) ) - . 

Обращаясь опять к определению представления ,  получим , согласно 
(9 .32 ) ,  соотношен ие D(b) = D(u) D (a) (D (u) ) - 1 • 

Перейдем теперь к матрицам операторов ,  фигурирующих в послед­
нем соотношении .  Мы видим ,  что матрицу оператора D(b) можно 
рассматривать как матрицу оператора D(a) при переходе к новому 
базису с матрицей перехода D(u) (см. п . 2 § 2  гл . 5) .  Поскольку при 
таких преобразованиях след матрицы и нвариантен и по определению 
равен характеру элемента , мы  можем заключить ,  что  х (а) = х(Ь) .  

Итак ,  характеры всех элементов, принадлежащих одному классу 
сопряженных элементов, равны друг другу. 

Очевидно также, что характеры элементов для эквивалентных 
представлений совпадают. 

Понятие характера в теории представлений  используется обычно 
следующим образом .  

Пусть данная группа G может быть разбита на конечное число раз­
личных классов сопряженных элементов К1 , К2 , " . , Kv . Тогда каждо­
му элементу класса Ki в данном представлении  D( G) ( и  в любом эк­
вивалентном ему представлении )  отвечает оди н  и тот же характер Xi · 
Поэтому представление D( G) можно описать с помощью набора ха­
рактеров х 1 . х2 . .  " , Xv · который можно рассматривать как координаты 
вектора в евклидовом пространстве размерности v .  Таким образом , 
различным представлениям будут отвечать различные векторы . 

Указанный  геометрический подход позволяет во м ногих случаях 
решать важные вопросы теории представлений групп .  

5. Примеры представлений групп.  
П р  и м  е р  1 . Пусть G - группа симметрии  трехмерного простран ­

ства , состоящая из двух элементов: тождественного преобразования  1 
(единица группы) и отражения Р относительно начала координат. 
Таким образом ,  G = {1 ,  Р} . 

Ум ножение элементов группы задается следующей таблицей :  

liliffi· 
(9 .34) 

1 ) Одномерное представление группы G.  Выберем в простран ­
стве Е 1  базис е 1 и рассмотрим матрицу л< 1 > линейного невырожден­
ного преобразования  л< 1 >  в этом пространстве: л< 1 > = ( 1 ) .  Очевидно, 
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преобразование А < 1 > образует подгруппу в группе G L( l )  линейных 
преобразований  пространства Е 1, причем умножение в этой подгруппе 
задается таблицей 

A( I ) 

A( I ) A( I ) 

Очевидно, что мы  получим  одномерное представление v< 1 > (G) груп­
пы  G с помощью соотношений  D(l )  (1) = A( I > , v< 1 >  (Р) = А< 1 > (эти 
соотношения задают гомоморфизм группы G в GL( l ) ,  а следовательно 
и ее представление) . 

2) Двумерное представление группы G.  Выберем в Е2 какой-либо 
базис е 1 , е2 и рассмотрим в этом базисе матрицы А <2> и в<2> линейных 
невырожденных преобразований  А(2) и в<2> :  

л<2> = (б ?) ' в<2> = (? б) 
(так как det А <2> = l и det в<2> = - 1 ,  то А (2) и в<2> - невырожденные 
преобразования) . 

Преобразования  А<2> и в<2> образуют подгруппу в группе GL(2) . 
Непосредственной проверкой (путем перемножения матриц  л<2> и в<2j )  
убеждаемся , что умножение операторов А(2) и в<2> задается таблицей 

л<2> в<2> 

л<2> л<2> в<2> (9 .35) 

в<2> в<2> л<2> 

Мы получим  двумерное представление v<2> ( G) группы G с помо­
щью соотношений  

v<2J (1) = А <2> , v <2J (Р) = в<2> . (9 .36) 

Действительно, сравнивая таблицы (9 .34) и (9.35) , мы видим ,  
что (9.36) определяет изоморфизм группы G на  подгруппу {А <2J , в<2> } 
группы G L(2) , а следовательно и представление этой группы.  

3) Трехмерное представление группы G.  Рассмотрим в Е3 линей­
ное преобразование А (3>, задаваемое матрицей (1 о о) 

А(3) = О 1 О . 
о о 1 

Это преобразование образует подгруппу в группе G L(3) с законом 
умножения А (3) А (3) = А (3) . 

Как и в случае одномерного представления ,  мы получаем трехмер­
ное представление D(3) ( G) с помощью соотношений :  

v<3J (1) = А <3> , v <3> (Р) = А (3) .  
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4) Четырехмерное представление группы G .  Рассмотрим в Е4 
линейные преобразования А<4> и в<4>, задаваемые матрицами 

А(4) = (? . .  � . i . ? . .  � ) , в<4) = ( �"� . � . ?"� ) . 
0 0 : 1 0 0 0 : 0 1 
0 0 : 0 1 0 0 : 1 0 

Преобразования  А<4> и в<4> образуют подгруппу в группе GL(4) 
с законом умножения ,  задаваемым таблицей ,  аналогичной табли­
це (9.35) (с заменой индекса 2 на индекс 4) . Очевидно, что мы  по­
лучаем четырехмерное представление v<4> (G) группы G с помощью 
соотношений  

v<4> (1) = А <4> , v <4> (Р) = в<4> . 
3 а м е ч  а н и  е. Нетрудно видеть,  что матрицы А< 4> и в< 4> можно 

записать в виде 

(4) 
_ (А<2> О ) 

(4) 
_ (в<2> О ) 

А - О А (2) ' В - О в<2> . 
Поэтому представление v<4> ( G) можно условно записать в ви­
де D(4) (G) = v<2> (G) + v<2> (G) = 2D<2> (G) . Совершенно аналогично 
можно условно записать v<3> (G) в виде v<з) (G) = 3D< 1 >  (G) . 

Используя это замечание ,  читатель без труда построит представле­
ние группы G любой конечной размерности .  

П р  и м  е р  2. В п .  5 § 2 этой главы мы  доказали ,  что только что 
рассмотренная группа симметрии G = {1, Р} трехмерного простран­
ства представляет собой нормальный делитель группы 0(3) (группа 
ортогональных преобразований  пространства Е3) .  В том же пункте 
мы доказали ,  что подгруппа 80(3) собственных ортогональных пре­
образований  группы 0(3) изоморфна фактор-группе группы 0(3) по 
нормальному делителю {1, Р} . 

Так как группа гомоморфно отображается на каждую свою фактор­
группу, то 0(3) гомоморфно отображается на группу 80(3) . Как м ы  
видели в п .  5 § 3 этой главы, указанный гомоморфизм осуществляется 
следующим образом . 

Если а - собственное преобразование из 0(3) , то ему из 80(3) 
ставится в соответствие это же самое преобразование.  

Если а' - несобственное преобразование,  то ему ставится в соот­
ветствие собственное преобразование Ра'. 

Таким образом, мы  получаем трехмерное представление D0(3) 
группы ортогональных преобразований  посредством группы 80(3) соб­
ственных ортогональных преобразований .  
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Ортонормированный базис 87, 96 
Основная матрица линейной систе-

мы 65 

Параболоид 2 1 5  
Параболоидальный цилиндр 2 1 6  
Параллельный перенос 202 
Перемножение матриц 1 5  
Пересечение подпространств 56 
Перестановка 25, 248 
Побочная диагональ 1 3  
Погрешность метода итераций 1 55,  

1 59 
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Подгруппа 25 1 
- дискретная 259 
- компактная 259 
- конечная 259 
- нпрерывная 259 
Подпространство 53 
Полилинейная форма 1 94 
Положительно определенный опера-

тор 1 33 
Положительный оператор 1 33 
Полуоси центральной гиперповерх-

ности второго порядка 2 1 2  
Полуторалинейная форма 1 1 9 
Порядок матрицы 1 3  
Представление группы 266 
- - вполне приводимое 269 
- - линейное 267 
- - неприводимое 269 
- - приводимое 269 
- - точное 267 
- - тривиальное 267 
Представления групп  эквивалент-

ные 268 
Преобразования Лоренца 243, 263 
Присоединенный элемент 1 4 1  
Проектор 1 32 
Произведение матриц 1 5  
- матрицы н а  число 1 4  
- оператора н а  число 1 05 
- операторов 1 05 
- тензора на число 227 
- тензоров 228 
Простой итерации метод 1 55 
- - - модифицированный 1 64 
- - - общий неявный 1 58 
Пространственноподобный вектор 

240 
Пространство аффинное 42 
- евклидово вещественное 80 
- - комплексное 93 
- линейное 42, 45 
- нормированное 84, 96 
- представления 267 
Противоположный элемент 42, 45 
Процесс ортогонализации 89 
Прямая сумма квадратных матриц 

1 8  
- - подпространств 58 
Псевдоевклидово пространство 239 

Разложение определителя по столб-
цу 23 

- - - строкам 27 
- - - строке 2 1  
Размерность представления 267 
- пространства линейного 50 
- - псевдоевклидова 239 
Ранг матрицы 39, 56 
- оператора 1 09 
- формы билинейной 1 8 1  
- - квадратичной 1 83 
Расширенная матрица линейной си-

стемы 66 
Регуляризации метод Тихонова 97 
Решение системы 64 
- - нетри виальное 66 
- - тривиальное 66 
Ричардсона метод 1 7 1  

Самарского теорема 1 58 ,  1 62 
Самосопряженный оператор 1 23 
Свертывание тензора 228 
Свободные члены линейной системы 

63 
Сильвестра критерий 1 92 
Симметрирование тензора 230 
Симметричная билинейная форма 

1 47 ,  1 80 
Система координат аффинная 237 
- уравнений квадратная 64 
- - линейная 63 
- - неоднородная 64 
- - неопределенная 64 
- - несовместная 64 
- - нетривиально совместная 66 
- - однородная 64, 65, 74 
- - определенная 64 
- - совместная 64 
Скалярное произведение 80, 93 
След оператора 1 1 5 
Сложение матриц 1 4  
Смежный класс подгруппы 25 1 
Собственное значение 1 1 6 
Собственный вектор 1 1 6 
Совместная система 64 
Сопряженный оператор 1 22 
- элемент группы 270 
Спектральное разложение оператора 

1 33 
Стационарная точка 1 98 
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Стационарное значение 1 98 
Столбцы базисные 40 
Строки базисные 40 
Сумма матриц 1 4  
- операторов 1 04 
- прямая квадратных матриц 1 8  
- тензоров 227 
Сферическая норма 98, 1 65 

Тензор 223 
- вполне кососимметричный 236 
- кососимметричный 230 
- метрический 23 1 ,  240 
- момента инерции 245 
- симметричный 230 
Теорема Гамильтона-Кэли 1 33 
- Кронекера-Капелли 67 
- Лапласа 26 
- о базисном миноре 40 
- Самарского 1 58 ,  1 62 
- Тихонова 1 00 
Тождественный оператор 1 05 
Транспонированаая матрица 29 
Треугольное преобразование 1 86 
Треугольный определитель 33 
Тривиальное решение 66 

Унитарная матрица 1 52 
Унитарные группы 266 
Унитарный оператор 1 37 
Уравнение гиперповерхности второ­

го порядка 20 1 
- характеристическое 1 1 5 ,  1 48 
- центра гиперповерхности второго 

порядка 209 

Фактор-группа 254 
Форма билинейная 1 46 ,  1 78 
- - вырожденная 1 83 
- - кососимметричная 1 47 ,  1 80 
- - невырожденная 1 83 

Форма билинейная симметричная 
1 47 ,  1 80 

- квадратичная 1 36, 1 82 
- линейная 1 04 
- полилинейная 1 94 
- полуторалинейная 1 1 9 
- эрмитова 1 35 
Формулы Крамера 69 
- Лоренца 244 
Фундаментальная совокупность ре­

шений 75 

Характер 270 
Характеристический многочлен 1 1 5 ,  

1 48 
Характеристическое уравнение 1 1 5 ,  

1 48 

Центр гиперповерхности второго по-
рядка 209 

Центральная гиперповерхность 2 1 0  
- - вырожденная 2 1 3  
Циклическая группа 26 1 
Цилиндр параболоидальный 2 1 6  
- центральный 2 1 6  

Чебышева метод 1 68 

Эквивалентные нормы 1 62 
Элементы матрицы 1 3  
Эллипсоид 2 1 2  
- вырожденный 2 1 3  
- мнимый 2 1 3  
Эндоморфизм 253 
Энергетическая норма 1 62 
Энергетическое скалярное произве-

дение 1 6 1  
Эрмитова форма 1 35 

Ядро оператора 1 07 
Якоби метод 1 55 ,  1 86 








